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Công thức tổng quát của dãy truy hồi tuyến tính thuần nhất

Định lý 1. Cho số nguyên k ≥ 1 và các số phức c1, . . . , ck với ck 6= 0. Xét hệ thức truy hồi

an+k =

k∑
j=1

cjan+k−j (n ≥ 0). (1)

Giả sử đa thức đặc trưng có phân tích

P (x) = xk −
k∑

j=1

cjx
k−j =

s∏
i=1

(x− λi)
mi ,

trong đó λ1, . . . , λs đôi một phân biệt và mi là bội của λi. Khi đó
∑s

i=1mi = k và mọi λi đều khác 0
vì P (0) = −ck 6= 0. Quy ước deg 0 = −∞.
(a) Với mỗi dãy số phức (an)n≥0 thỏa mãn (1), tồn tại duy nhất các đa thức Q1, . . . , Qs ∈ C[x], với

degQi < mi, sao cho

an =

s∑
i=1

Qi(n)λ
n
i (n ≥ 0). (2)

(b) Ngược lại, với mọi bộ đa thức Q1, . . . , Qs như trên, dãy xác định bởi (2) thỏa mãn (1).
Không gian các dãy nghiệm trên C có số chiều k và có cơ sở gồm các dãy

(njλn
i )n≥0 (1 ≤ i ≤ s, 0 ≤ j < mi), (3)

với quy ước n0 = 1 cả khi n = 0. Do đó k số hạng đầu a0, . . . , ak−1 xác định duy nhất k hệ số của
các đa thức Qi.

Chứng minh. Trên không gian các dãy số phức, gọi E là toán tử dịch, xác định bởi (Eu)n = un+1, và
I là toán tử đồng nhất. Hệ thức (1) tương đương với P (E)a = 0. Các toán tử E − λiI đôi một giao
hoán vì đều là đa thức theo E.
Bước 1. Xây dựng các dãy nghiệm. Cho un = λnQ(n) với λ 6= 0 và Q ∈ C[x]. Đặt ∆[Q](x) =
Q(x+ 1)−Q(x). Với mọi µ ∈ C, ta có(

(E − µI)u
)
n
= un+1 − µun = λn

(
(λ− µ)Q(n) + λ∆[Q](n)

)
. (4)

Khi µ = λ, phần đa thức trở thành λ∆[Q]. Nếu Q có bậc d ≥ 1 với hệ số cao nhất c, khai triển
(x+ 1)d − xd cho thấy ∆[Q] có bậc d− 1 với hệ số cao nhất dc. Nếu Q là hằng thì ∆[Q] = 0. Vì thế,
nếu λ = λi và degQ < mi thì (E − λiI)

miu = 0. Do (x− λi)
mi | P (x), ta có P (E)u = 0. Tính tuyến

tính cho ta phần (b).
Bước 2. Chứng minh tính độc lập tuyến tính. Giả sử

∑s
h=1Qh(n)λ

n
h = 0 với mọi n ≥ 0, trong đó

degQh < mh. Nếu Qi 6= 0 với một chỉ số i, ta áp dụng toán tử Di =
∏

h ̸=i(E−λhI)
mh vào hai vế của

đẳng thức giữa các dãy (tích rỗng được hiểu là I). Theo Bước 1, Di triệt tiêu mọi số hạng có chỉ số
h 6= i.
Xét số hạng còn lại Qi(n)λ

n
i . Theo (4), mỗi lần áp dụng E − λhI với h 6= i, phần đa thức giữ nguyên

bậc vì hệ số cao nhất được nhân với λi − λh 6= 0. Do đó λn
i R(n) = 0 với mọi n ≥ 0, trong đó R là

một đa thức khác 0. Điều này vô lý vì λi 6= 0 và R chỉ có hữu hạn nghiệm. Vậy mọi Qh đều bằng 0,
chứng tỏ các dãy trong (3) độc lập tuyến tính.
Bước 3. Xác định số chiều của không gian nghiệm. Ánh xạ a 7→ (a0, . . . , ak−1) là một đẳng cấu tuyến
tính từ không gian nghiệm lên Ck, vì với mỗi bộ k số hạng đầu, (1) lần lượt xác định duy nhất các số
hạng còn lại. Do đó k dãy độc lập tuyến tính trong (3) lập thành một cơ sở. Nhóm các số hạng ứng
với cùng một λi trong khai triển theo cơ sở ấy, ta được biểu diễn duy nhất (2).
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Nhận xét 1 (Khi 0 là nghiệm của đa thức đặc trưng). Nếu ck = 0, viết P (x) = xrH(x) với r ≥ 1 và
H(0) 6= 0. Đặt bt = at+r với t ≥ 0. Vì b = Era, ta có

P (E)a = 0 ⇐⇒ H(E)b = 0.

Do đó a0, . . . , ar−1 được chọn tùy ý. Nếu r = k thì H = 1, nên an = 0 với mọi n ≥ k.
Nếu r < k, gọi λ1, . . . , λs là các nghiệm phân biệt của H, có bội tương ứng m1, . . . ,ms. Áp dụng Định
lý 1 cho b với đa thức đặc trưng H, ta được bt =

∑s
i=1 Si(t)λ

t
i, trong đó degSi < mi. Thay t = n− r

và đặt Qi(x) = λ−r
i Si(x− r), ta có

an =
s∑

i=1

Qi(n)λ
n
i (n ≥ r).

Nhận xét 2 (Dạng thực của công thức tổng quát). Giả sử ck 6= 0 và các hệ số c1, . . . , ck cùng các số
hạng đầu a0, . . . , ak−1 đều thực. Khi đó mọi an đều thực. Gọi Qλ là đa thức ứng với nghiệm λ trong
(2), và Q là đa thức thu được bằng cách lấy liên hợp phức từng hệ số của Q.
Vì P có hệ số thực, λ và λ có cùng bội. Lấy liên hợp phức hai vế của (2) rồi đổi chỉ số λ ↔ λ, ta được

an = an =
∑

λ:P (λ)=0

Qλ(n)λ
n.

Tính duy nhất của biểu diễn cho Qλ = Qλ. Đặc biệt, nếu λ thực thì Qλ có hệ số thực.
Với một cặp nghiệm không thực liên hợp có bội m, chọn λ = ρeiφ với ρ > 0 và 0 < φ < π. Viết
Qλ = A+ iB với A,B ∈ R[x] có bậc nhỏ hơn m. Hai số hạng ứng với cặp nghiệm này có tổng bằng

Qλ(n)λ
n +Qλ(n)λ

n
= 2Re

(
Qλ(n)λ

n
)

= ρn
(
U(n) cos(nφ) + V (n) sin(nφ)

)
,

trong đó U = 2A và V = −2B. Ghép từng cặp nghiệm liên hợp như trên, ta được một biểu diễn của
an hoàn toàn trên R.

Ví dụ 1 (Một dãy thực có hệ số phức trong công thức tổng quát). Dãy an = sin(nπ/2) thỏa mãn
an+2 = −an, với a0 = 0 và a1 = 1. Đa thức đặc trưng x2 + 1 có hai nghiệm đơn i và −i. Viết
an = Ain +B(−i)n. Hai số hạng đầu cho A+B = 0 và i(A−B) = 1, nên A = −i/2, B = i/2. Do đó

an =
in − (−i)n

2i .
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