Béat ding thic ding chu cho da giac

Dinh 1y 1 (Bt déng thitc déng chu cho da giac). Cho da gidc don n canh, v6i n > 3, ¢6 chu vi L va
dién tich S. Khi d6

L2
< —.
= 4ntan(m/n)

Diang thitc xay ra khi va chi khi da gidc da cho la da gidc déu.

Hai ching minh duéi day cling stt dung mot bo dé vé da giac c6 dien tich cuc dai.

B6 dé& 1. Cho sb nguyén n > 3 va s6 thyc L > 0. Trong cac da giac 16i c¢6 khong quéa n canh va chu
vi khong vugt qua L, ton tai da giac c6 dién tich 16n nhat.

Moi da giac dat dién tich 16n nhat déu c6 chu vi bang L va cac canh bang nhau.

Chitng minh. Trude hét, ta giai thich sy ton tai cyc dai. Trong qua trinh lay gidi han, cho phép da
gidc suy bién thanh mot doan théng hoic mot diém; chu vi ctia mot doan thzzmg duge hidu 1a hai lan
do dai cua no.

Xét mot day da giac c6 dién tich tién t6i supremum ciia cac dién tich dang xét. Tinh tién méi da giac
dé mot dinh nam tai gbc toa do. Biéu dién mdi da gidc bang mot danh sach n dinh theo thi tu trén
bién, bang cach lap lai mot sd dinh néu can. Vi chu vi khong vigt qua L, moi dinh déu nim trong
dia tam O, ban kinh L.

Theo dinh 1y Bolzano—Weierstrass, c6 thé chon mot day con sao cho timg dinh trong danh sach déu
hoi tu. Da giac gi6i han van 16i, c6 khong qua n canh. Cac cong thiic toa do clia chu vi va dién tich
cho thay chu vi va dién tich cfia né la céc gisi han tuong tng. Do d6, da giac gidi han dat dién tich
16n nhat.

Gia tri 16n nhat nay duong, vi 16p da giac dang xét chita mot tam gidc khong suy bién. Vay da giac
ciic dai khong suy bién. Chu vi cia né phai bing L; néu nhé hon L, mot phép vi tir phong to sé lam
tang dién tich ma van gitt chu vi khéng vugt qué L.

Goi P la mot da gidc cuc dai. Bé cac dinh thita nim trén cling mot canh, ta c6 thé viét P =
A1As - Ay, trong d6 3 < k < n vd moi géc trong déu nhé hon 7. Vi thé, moi bién dang di nhé clia
cac dinh van gitt duge tinh 16i ctia da giac.

Xét ba dinh lién tiép A, B,C cua P. Dat

a+b+c

AC:CL, AB:b, BC:C, p= 2

Gid st b # c. Giit ¢6 dinh A, C va téng b+ c. Theo cong thiic Heron,

2 pp—a), 5
Sipe =p—a)p=b)p — ) = = (= (b—)?).
B&i vay, néu thay doi b, ¢ mot lugng dit nhd, giit nguyén téng va lam gidm |b — ¢|, thi dién tich tam
giac ABC tang thuc su.
C6 thé chon dinh méi B’ ciing phia v6i B d6i véi AC va gan B tity ¥, v6i cac do dai méi néi trén. Khi
B’ dt gan B, da gidc mdi van 16i. Chu vi khong doi, con dién tich tang ding bang Sapc — Sarc > 0,
trai véi tinh cuc dai cta P.

Vay AB = BC. Ap dung cho moi ciip canh lien tiép, suy ra tit ci cac canh ctia P bing nhau. O



Ta ghi nhan thém hai nhan xét dung chung.
Thit nhat, dat

B(t) = W £>3.
Ham & tang nghiém ngat. That vay, dat x = 7/t thi
O(t) = i:c cot x,
4
trong khi '
%(xcotx):%<0 (0<x<g),

do sin(2z) < 2z.

Da giac déu m canh c6 chu vi L ¢6 canh a = L/m va ban kinh dudng tron noi tiép r = a/(2 tan(r/m)).
Dién tich ctia n6 bang
1 L? 5
—Lr=————=L*®(m).
2 4dm tan(m/m)
Thit hai, néu P la mot da gidc don c6 n canh thi bao 16i H ciia n6é c6 khong qua n canh va théa man

S(H) > S(P),  L(H)< L(P).

Bat déng thitc vé chu vi suy ra tit bat dang thitc tam gidc. Néu P khong 16i thi S(H) > S(P). Vi
thé, dé chitng minh dinh 1y va xét dang thiic, chi can xéac dinh cac da giac cuc dai trong B6 dé 1.

Chitng minh 1. C6 dinh n va L. Goi P la mot da gidc c¢6 dién tich 16n nhét trong 16p da giac ctia B6
dé 1. Gia st P c6 k canh va dién tich A. Theo b6 dg,

L
3<k<n, apg = ay; = :ak_l_E'
Do d6
k—1 - L2
j=0
Biéu dién cac dinh clia P trén mit phiing phiic, theo chiéu ngugc chiéu kim ddng hd, béi g, 21, . . . , Zk_1.
Quy ubc z = zp va dat
7T .
0=—, w:€27rz/k.
k
V6i 0 <m < k— 1, dat
k—1
_1 —im
Cm = Zjw ™.
Jj=0
T hé thic tryc giao
k—1 k m—
ij(m—f): ’ ’ 0<m,¢<k-1,
=0 07 m )
ta c6 biéu dién ngugc
k—1
2= ) emw’™"
m=0
Ciling nho hé thic truc giao,
k—1 k—1

T =k 3 lemlw™
m=0
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Theo cong thitc dién tich c¢6 huéng,

1 k-1
A= 5 Im ZijZ]%_l
=0
o =l
=3 > lem|? sin(2m)
m=1
k—1
=k |cm|? sin(m#) cos(mb)
m=1
Mat khéac,
k—1
Zj41 — 25 = Z e (WM = 1™
m=1
Suy ra
k—1 k—1
a? = 241 — 2]
5=0 j=0
k—1
=k Y lem[|lw™ = 1[7
m=1
k—1
=4k |em|? sin(mf)
m=1
Két hop hai cong thitc trén, ta dude
k—1 k—1
Z a? —4Atanf = 4k Z |em|? sin(m8) (sin(m#) — tan 6 cos(mb))
7=0 m=1
4k =
= — > Jeml? sin(m8) sin((m — 1)0)
m=1
> 0.

That vay, cac hé s6 trong tong déu khong am, va duong véi moi 2 < m < k — 1.

Vi céac canh ctia P bang nhau, suy ra
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Do doé
A < L2®(k) < L?®(n).
Theo phép lay bao 16i da trinh bay & trén, moi da gidc don n canh c¢6 chu vi L déu c6 dién tich khong
vugt qua A. Vay
L2

S<—m——.
~ 4ntan(w/n)
Da gidc déu n canh c6 chu vi L dat dién tich L?®(n), nén day chinh la dién tich 16n nhat. Béi vay,
déi véi moi da giac cuc dai, cac bat ding thic trén déu la déng thic. Tinh tang nghiém ngat ciia ®
cho k = n, con dang thiic trong phép tinh Fourier cho

co=c3="+=ck_1=0.



Vi A >0, tacéc #0, va
zj = co + crw’, 0<j<k-—1

Day chinh 13 cac dinh ctia mot da giac déu k& canh.

Cudi ciing, da giac khong 16i khong thé dat ding thiic, vi bao 16i clia n6 c6 dién tich 1én hon. Vay
déng thic x4y ra khi va chi khi da giac da cho la da giac déu n canh. O

Chatng minh 2. Ta can bd dé sau vé mot bién dang nhé ciia tit giac.

B6 dé 2. Cho tit giac 161 ABC'D khong nai tiép. C6 thé git ¢b dinh A, D, dich chuyén B, C nhimg
luong nhé tly ¥, sao cho tit gidc mdi van 16, gitt nguyén do dai bdn canh va c6 dién tich 16n hon.

Chitng minh. Dat
AB=a, BC=0b, CD=c, DA=d, a=/ABC, p=/ADC,
va goi K la dién tich ti giac. Theo cong thic dién tich tam giac,
2K = absina + cdsin S.
Ap dung dinh 1y cosin cho dudng chéo AC, ta c6

a?+ b2 — 2 —d?

abcosa — cdcos 3 = 5

Binh phuong roi cong hai ding thic trén, suy ra

(a2 4 b2 _ C2 B d2)2
4

AK? = a®b? + Ad* - — 2abed cos(a + ).

Bay gio coi z = AC 1a mot tham s6. Khi bon canh gitt nguyen,

a? + bv? — 22 5 2+ d% — 12
cosqy = ———— cosfB= —-——.
2ab ’ 2¢d

Vi hai tam giac ABC v ADC déu khong suy bién, z ¢6 thé thay déi trong mot khoang md chita gia
tri ban dau. Trong khodng d6, cd a va B déu la cac ham lién tuc, ting nghiém ngit theo x.

Do ABCD khong noi tiép,
a+ B #m.

Vi thé, c6 thé thay déi 2 mot lugng nho tiy ¥ dé a + 3 tién gan hon t6i 7. Khi ay cos(a + 3) giam,
nén cong thitc trén cho thiy K tang thuc su.

Ghép hai tam giac tuong ting 6 hai phia ctia dudng chéo AC, ta thu duge mot t1t gidc gan tit giac ban
dau tuy y. Véi bién dang di nhé, tit gidc méi van 16i. Sau mot phép doi hinh gan phép dong nhat, ta
c6 thé dua canh AD vé ding vi trf ban dau. Khi d6 A, D dudc giit ¢6 dinh, con B, C chi dich chuyén
nhiing lugng nhé tuy y. O

C6 dinh n, L va lay mot da giac cuc dai P = A1 Ay - - - Ay, nhu trong B6 dé 1. Ta biét ring 3 < k < n,
chu vi ctia P bang L va tat ca cic canh clia n6 bang nhau.

Néu k = 3 thi P la tam giac déu. Xét truong hop k > 4. Lay bon dinh lién tiép
A=A;, B= A, C= A2, D = A3,

voil <i<k—3.



Gia st ABC'D khong noi tiép. Theo Bb dé 2, c6 thé giit A, D c¢6 dinh va dich chuyén B, C nhing
lugng da nhé, git nguyén ba do dai AB, BC,CD, nhung lam tang dién tich t giac ABCD. Git
nguyén moi dinh con lai ctia P.

Vi céc goc trong ctia P déu nhé hon 7, khi bién dang di nhé, da gidc méi van 16i. Chu vi ctia né
khong déi. Phan da gidc nim & phia con lai ctia duong chéo AD khong thay doi, nén dién tich toan
da gidc tang ding bang do ting dién tich clia tit gidc ABCD. Diéu nay trai vé6i tinh cie dai ctia P.

Vay moi bén dinh lién tiép déu ciing nidm trén mot duong tron. Hai bo bon dinh lién tiép c6 chung
ba dinh khong thing hang, nén cac dudng tron tuong ting trimg nhau. Suy ra tat ci cic dinh ctia P
cling nam trén mot dudng tron.

Mot da gidc 16i noi tiép c6 cac canh bing nhau la da gidc déu. Dé thay ro dicu nay, goi 6 € (0, 7] 1a
s6 do cung nhé chan béi mot canh. Mdi cung gita hai dinh lién tiép c6 s6 do 6 hosic 2m — 6. Néu c6
mot cung thuoc loai thit hai thi tong sé do cac cung it nhat la

2r — 0+ (k—1)8 =27 + (k — 2)0 > 2m,

vo 1y. Do d6 moi cung lien tiép déu c6 s6 do 6 = 27 /k, va P la da giac déu.

Nhu vay, moi da giac cuc dai déu 1a da giac déu k canh v6i mot sé k < n. Dién tich cia né bang
L*®(k).

Mit khéc, da giac déu n canh c6 chu vi L 13 mot dbi tugng duge phép xét, véi dien tich L2®(n). Tinh
cyc dai va tinh ting nghiém ngit ctia ® cho

L*®(n) < L*®(k) < L*®(n),
nén k = n. Vay dién tich 16n nhat bang

L2
dntan(w/n)’

va chi cac da giac déu n canh dat gia tri ay. Két hgp vdi phép lay bao 16i, dinh 1y dude chitng minh
cho moi da giac don. O

Nhan xét 1. Bat ding thic
n
Z a? > 45 tan il
4 n
7=1
khong tu né suy ra bat ding thic ding chu theo chu vi, béi Cauchy-Schwarz chi cho
n
L? <n Z ajz.
j=1
Trong Chitng minh 1, buéc quyét dinh 14 quy vé da gidc cic dai ¢6 cac canh bang nhau; khi dé

n
§ 2 L2

(Ij = —,
- n
Jj=1

va phép suy luan méi hgp lé.

Nhan xét 2. Vitanz > z v6i 0 < 2 < 7/2, moi da gidc don n canh c¢6 chu vi L va dién tich S déu
thoa man
L? L?
S<—m—— < —.
~ dntan(w/n) 4w



Mat khac,
1 1

n00 An tan(m/n) T A

Xét cac da giac déu cé sd canh tang dan, suy ra 1/(47) 1a hing s6 nhé nhat C sao cho S < CL? véi
moi da giac don.

Dang téng quat cho dudng cong 1a bt ddang thic ding chu c¢o dién: néu I’ 1a mot dudng cong kin don
trén maét phzing, c6 do dai hitu han L va bao quanh mot mién cé dién tich S, thi 478 < L2 Déng
thiic x4y ra khi va chi khi I' 13 mot dudng tron. N6i cach khac, trong cac mién dude bao quanh béi
mot duong cong kin don c6 do dai cho trude, hinh tron c6 dién tich 16n nhéat.

Phan bat déng thitc cho dudng cong c6 thé thu duge bang cach xap xi I' béi cac da giac don c6 chu vi
va dién tich hoi tu tuong ting téi L va S, roi ap dung két qua cho da giac va lay gi6i han. Tuy nhién,
diéu kién xay ra dang thic can mot lap luan bd sung; né khong suy ra truc tiép tit diéu kien dang
thitc trong truong hgp da giac.



