IMO 2026, bai 3

IMO 2026/3. Cho s6 nguyén duong n. Luu Bang va Hang Vii mudn chia nhau mot thanh que dai
1. Luu Bang danh dau khong qué n diém trén thanh que, rdi Hang Vii ciing danh dau khong qua n
diém; tat ca cac diém dugc danh dau doi mot phan biet. Thanh que dugc cit tai nhitng diém nay.
Sau do6, hai ngudi luan phién 1y mot doan chua dude chon, Luu Bang di truge. Mdi ngudi déu mudn
t6i da hoéa tong do dai cac doan minh nhan duge.

Tim gié tri 16n nhat ctia ¢ dé Luu Bang c¢6 thé bdo dam nhan dugce tong do dai it nhat ¢, bat ké cach
chai cia Hang V.

Loi gidi. Gia tri can tim 1a
2n
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bit D = 27t! — 1. Nhan tat cd do dai véi D, ta chi can ching minh gié tri bdo dam ctia Luu Bang
dé6i véi thanh que dai D 1a 2",
Truée hét, xét mot bo doan que c6 do dai y; > y9 > --- > yar > 0 va dit
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Bang cach luon lay doan dai nhat con lai, ngudi di trude bdo ddm nhan duge it nhat y; +y3 + - -,
con ngudi di sau bdo dam nhan dugc it nhat F, bat ké cach lay ciia déi phuong. That vay, trude lugt
thit 4 ctia ho, lan ludgt méi c6 20 — 2 va 2i — 1 doan bi lay. Do d6, v6i bo doan que da cd dinh, gia tri
bdo ddm clia Luu Bang chinh 1la D — F.

Ta ciing luu ¥ ring thém mot ciap doan cling do dai v lam E ting ding u: c6 thé xép hai doan nay
lién nhau, con tinh chin 1é ctia vi trf cac doan khac khong ddi. Vi thé, néu cac doan duge ghép thanh
nhitng cap bang nhau, chi con mot doan 1é dai r (hoac khong con doan 18 khi r = 0), thi
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1. Chién thudt ciia Luu Bang.
Luu Bang chia thanh que thanh n + 1 doan dai
1,2,4,...,2".

Sau khi Hang Vii danh dau, sé doan thu dugec 1a M < 2n + 1. Sap xép do dai ctia ching thanh
y1 > -+ > yyp va dat
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Ta chitng minh bang quy nap rang

Sp <2t -2k (0<k<K).
Khéng dinh hién nhién véi k = 0. Gia sit ding v6i k — 1 nhung sai v6i k > 1. Khi d6

yor = Sk — Sp—1 > 2"7F.

Vi vay, 2k doan dai nhat déu n&m trong céc doan ban dau c6 do dai 27 *+1 ... 27 Suy ra
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trai voi S, > 2" — 2" %, Phép quy nap hoan tat.
Do dé
E=Sg<2n—2nK<on 1.
Luu Bang luon lay doan dai nhat con lai thi nhan duge it nhat D — E > 2™,
2. Chién thuat cia Hang Vi.

Gia sit cac diém ctia Luu Bang chia thanh que thanh m < n + 1 doan. Néu m < n, Hang Vii chia doi
timg doan. Khi d6 tat ca cac doan ghép dudce thanh nhitng cip bing nhau, nén Luu Bang khong thé
b&o ddm nhan nhiéu hon D/2 < 2™.

Xét m =n + 1, v6i cac do dai ban dau 1a z1,..., 2, > 0. C6 2™ tong tap con
Zazi, ACA{L,...,m},
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déu thuoc [0, D], trong d6 mdi tap con duge tinh rieng, ké ca khi cdc tong bing nhau. Goi r 1a khoang
cach nhé nhét giita hai tong ting véi hai tap con khac nhau. Sip xép cac tong nay theo tht ty tang
khong ngit, ta dugc

0<r<_ P
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=1.

Ngoai ra, r < min; x;, vi 0 va x; cling la hai tong tap con.

Chon hai tap con dat khodng cach r roi loai cac chi s6 chung. Ta duge hai tap roi nhau I,.J, véi
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Dat p = |I|, ¢ = |J|. Ta sé diing khong qua p + g — 1 nhat cit dé ghép cac doan nay thanh nhimng cip
bang nhau, chi con phan 1& dai r.

Néu J = @, tit r < min; 2; suy ra p = 1, nén khong can cat. Néu J # @, tudng tuong xép cac doan
thudc I ndi tiép nhau thanh mot hang, cdc doan thudc J thanh hang thit hai, cing bat dau tai mot
vi trf. Hang thit nhat dai hon hang thit hai dang . Vi r < min; z;, phan thita ndy nim tron trong
doan cubi clia hang thit nhat. Trén phan chung, cit bo sung méi hang tai cic vi tri dau mit ctia cac
doan & hang kia. Cac doan dbi dién khi d6 c6 do dai bang nhau. S6 nhat cat khong vigt qua

(pP—1)+qg=p+q—1:

c6 p— 1 diém ndi & hang thi nhat va ¢ dau mut bén phai clia cac doan & hang thit hai can xét; nhiing
vi tri da 14 dau mat thi khong can cat. Méi vi tri nim trong long mot doan chi duge cat mot lan, nén
cac diém danh ddu méi doi mot phan biet va khong triing véi cac diém ctia Luu Bang.

Cudi cting, Hang Vit chia doi timg doan khong thudc I U J. Tong s6 nhat cit khong vugt qua
(p+g—-1)+(m—-p-—qg)=m-1=n.
Nhu vay, tat ca ciac doan déu ghép duge thanh nhitng cip bang nhau, chi con phan 1& dai » < 1. Hang

Vii luon lay doan dai nhat con lai thi bdo ddm nhan dugce it nhat (D —r)/2, khién phan cta Luu Bang
khong vugt qua

D+r < D+1 _on
2 = 2
Két hgp hai chiéu roi chia cac do dai cho D, ta thu dude két qua. O



