Luc luong ctia tap hop va tinh dém dudgc

Véi mot tap hop hitu han, ta do kich thude ctia né bang s6 phan tit. Ddi vé6i cac tap hdp vo han, viec
so sanh kich thuéc dugce thuc hién thong qua cac song anh. Theo cach so sanh nay, cac tap hop N, Z
va Q ¢6 cung lyc lugng, trong khi tap cac s6 thyc thuoc khoang (0;1) ¢6 luc lugng 16n hon.

Trong bai viét nay, ta quy uéc

N={0,1,2,...}, Z-o=1{1,2,3,...}.
Trude hét, nhic lai ring mot anh xa f : A — B dudc goi la:

(i) don dnh néu f(a) = f(a') kéo theo a = a’ v6i moi a,d’ € A;

(i) toan dnh néu v6i moi b € B, ton tai a € A sao cho f(a) = b;
(iii) song dnh néu né viia la don 4nh vita 1a toan anh.
Dinh nghia 1. Hai tap hop A, B dugc goi 1a cung luc lugng néu ton tai mot song dnh f : A — B.
Khi d6 ta viét

|Al = |B|.
Ky hieu |A| chi luyc lugng cta tap hgp A. V6i mot tap hop hitu han, Iyc lugng chinh 1a s6 phan tit clia
tap hop do; dac biet, |@] = 0.
Ta viét |A| < |B| néu ton tai mot don anh tir A vao B. Ta viét |A| < |B| néu |A| < |B| nhung khong
ton tai song anh giita A va B.
Dinh nghia 2. Mot tap hop A dudce goi 1a vé han dém dugc néu ton tai mot song anh tit N dén A.
Lyc lugng ctia mot tap hgp nhu vay duge ky higu 1a Ry, tic 1a
|A] = [N| = Ro.

Theo quy uéc diing trong bai viét, mot tap hgp dudce goi 1& dém duoc néu né hitu han hoac vo han
dém duge. Mot tap hop khong théa man diéu kién nay duge goi 1a khong dém duoc.

Nhu vay, mot tap hop A vo han dém dudc khi va chi khi ta c6 thé liet ke tat ca cac phan ti ciia né
thanh mot day

ap,al,ag, ...
sao cho mdi phan ti clia A xuat hién ding mot lan. Khi d6, 4nh xa n +— a, 14 mot song anh tit N
dén A.

Dinh 1y 1. Tap hop cac s6 nguyén Z vo han dém dudc.

Ching minh. Xét anh xa f : N — Z dugc xac dinh béi
f(2n) = n, f@en+1)=-n—-1 v6imoineN.

Cac chi s6 chin cho tat ca cac s6 nguyén khong am, méi s6 ding mot 1an; cic chi s6 1é cho tat ca cac
s6 nguyén am, mdi s6 ding mot lan. Hai tap gia tri ndy roi nhau va hgp clia ching 1a Z, nén f 1a mot
song anh.
Day chinh la cach liét ké

0,-1,1,-2,2,-3,3,....
Vay |Z] = [N| = Ro. [



Dinh 1y 2. Tap hdp cac s6 hitu ty Q vo han dém dugc.

Chaing minh. Mbi s6 hitu ty c6 biéu dién duy nhéat dudi dang
p

67 p€Z7 q€Z>07 ng(’p‘7Q) =1L

Dic biét, biéu dién nay ctia s6 0 14 0/1.

Véi mbi s6 nguyen n > 1, dit
P
A, = {q :p €L, q € Zso, ged(|pl,q) =1, p|+q:n}-

Néu p/q € A, thi |p| <n —1va g=n—|p|. Do do, A, la tap hgp hitu han. Tinh duy nhat ctia biéu
dién t6i gian cho thay cac tap A, doi mot roi nhau va

Q= U A,
n=1

Ta liet ke lan lugt cac phan ti clia Ay, Ao, Az, .. .; trong mdi tap, liet ke theo thit tur tang dan. Chang
han,

11
0 ; 71?1’ 727777772;
~~ —— 2°9
Ay Ay T
M&bi s6 hitu ty thuoc ding mot tap A,, nén xuit hién ding mot lan. Hon nita, méi phan tit ciia A,
déu xuat hien sau hitu han bude, vi Aq,..., A, déu hitu han. Vi Q 1a tap hop vo han, cach liet ke
trén xac dinh mot song dnh tit N dén Q.
Vay [Q[ = Ro. O

Nhan xét. Mot tap hop vo han cé thé ciing lyc lugng véi mot tap con thic sy ciia né. Chéng han,
NCZCQ, IN=|Z[=|Q]

Vi vay, quan hé bao ham thyc sy gitta hai tap hgp vo han khong da dé két luan rang Iyc lugng cia
chung khéac nhau.

Dinh 1y 3. Tap hop cac s6 thyc thuoc khoang (0;1) khong dém duge. Hon nita,

|Z] < |(0; 1)

Chiing minh. Anh xa
1

n+2
la don anh. Do do6, (0;1) la mot tap hop vo han va |N| < |(0;1)].

u:N— (0;1), u(n) =

Gia st (0;1) dém duge. Khi dé, ta co thé lict ke tat ca cdc phan t1t ctia né thanh mot day
L1, L2, X3y
Viét cac s6 nay duéi dang thap phan:

1 = 0,a11012013 . . .,
2 = 0,a21a22a23 . . .,

x3 = 0,a31a320a33 - . .,



trong d6 a;; € {0,1,...,9}. V6i mdi s6, ta chon biéu dién khong cé dudi gom toan chi s6 9. Biéu dién
thap phan théa méan quy uéc nay 1a duy nhat.

Xay dyng s6
1, app #1,
2, app=1.

y:O,blebg..., bn:{
Vib, € {1,2} v6i moi n > 1, ta c6 y € (0;1), va biéu dién nay ciing khong c6 dudi gdm toan chit s6 9.

V6i méi n > 1, chit s6 thit n sau dau phay ciia y khac chit s6 thit n sau dau phay ciia x,,, béi b, # ann.
Do tinh duy nhéit ctia biéu dién da chon, y # z,. Nhu vay, ¥ thuoc (0;1) nhung khong xuat hién
trong day x1,x2, 23, ..., mau thuan.

Vay (0;1) khong dém dugc. Két hgp v6i don anh v va hai dinh 1y truée, ta duge
IN| = |Z[ = |Q| = No < [(0;1)].
Dinh 1y dugc chiing minh. O

Nhan xét. Ching minh trén dugce goi 1a ldp luan duong chéo cia Cantor, vi chit s6 b, duge chon
khac chit s6 a,, nam trén duong chéo ctia bang cac chit sb.

Quy u6c vé biéu dién thap phan 1a can thiét, béi mot sé c6 thé c6 hai cach viét, ching han
0,5000. .. = 0,4999 . . ..

Nho loai bd céc biéu dién c6 dudi gom toan chit s6 9, viéc khac nhau ¢ mot chit s6 bao dam hai s6
dang xét khac nhau.

Nhan xét. V6i moi s6 thyc a < b, anh xa
t—a+ (b—a)t
1a mot song anh tir (0;1) dén (a;b). Do d6, moi khodng md khong rong (a;b) déu khong dém duge va

[(a;0)] = [(0; 1)[ > Ro.



