IMO 2026, bai 6

IMO02026/6. Cho a,as,as,... la mot day vo han cac s6 nguyén duong 16n hon 1. Gia st rdng véi
moi s6 nguyén duong n, s6 ap+1 1a s6 nguyen duong nhé nhét 16n hon a, sao cho ged(any1,a;) > 1
v6i moi ¢ = 1,2,...,n. Ching minh rang ton tai cic s6 nguyén duong T v L sao cho

QpyT = an + L

v6i moi s6 nguyéen duong n.



Loi gidi 1. Goi P 1a tap hop tat ca cac u6c nguyén t6 ciia a;. Tap hop P 1a mot tap hitu han va méi
s6 hang ctia day déu c6 it nhat mot uéc nguyén t6 thuoc tap P.

Dat M = [[,cpp. Xét mot s6 nguyén duong n. Do mdi s6 hang tit a3 dén a, deu chia hét cho it
nhat mot phan tit cia P, nén ching khong nguyén t6 cing nhau véi M. Trong M sé nguyén lién
tiép a, + 1,a, +2,...,a, + M, ton tai ding mot sd chia hét cho M, ta goi s6 d6 1a z. Khi do6
ged(z,a;) > ged(M,a;) > 1 v6i moi i = 1,2,...,n. Vi a1 1a s6 nguyén duong nhé nhét 16n hon a,
théa man diéu kién nay, ta nhan dugc

an < apy1 <z <ap+ M.

Suy ra api1 — ap, < M v6i moi s6 nguyén duong n.

Goi A = {a1,as,...} la tap hop céc s6 xuat hien trong day, va xét tap hop
V ={z e N*| ged(x,a;) > 1 v6i moi i > 1}.
Khang dinh 1. A={z €V |z>a}.

Chiing minh. Hién nhien A C V. Ta sé ching minh moi phan ti 16n hon a1 ctia V déu thuoc A. Gia
st ton tai x € V théa man = > a1 va z ¢ A. Do day (a,) ting ngit va khong bi chin trén, ton tai
duy nhat mot s6 nguyén duong n sao cho a, < x < apy1. Vix € V', & ¢6 wde chung 1én hon 1 v6i moi
phan tit clia A, noéi rieng 1a véi aq, as, . .., a,. Diéu ndy mau thuin véi tinh nhé nhat cla ap 1. O

Vé6i moi s6 nguyén duong ¢, vi ged(M, a;) > 1 v6i moi i > 1 nen ged(M - ¢,a;) > 1 véi moi i > 1. Do
d6 phan t& M - ¢ ludn thuoc tap V véi moi ¢ > 1.

Khang dinh 2. Néu ton tai € V va i > 1 sao cho & va a; khong c6 udc nguyen t6 chung nao nho
hon hodic bang M thi a; < M (M + 1).

Chiing minh. Goi ¢ 1a mot wdc nguyen t6 chung ctia x va a;. Khi d6 ¢ > M va q | a;. Dit a; =q- ¢
véi ¢ 1a mot s6 nguyen duong. Vi M-ce€V va M -c<q-c=a; nénnéu M -c > a;_1 thi M - c sé
14 mot tng vien hop 1é nhé hon a;, dicu ndy mau thudn véi tinh nhé nhat ciia a;. Do d6 ta bat buoc
phai c6 M - ¢ < a;—1. Kéthgp véi a; — a;—1 < M, ta thu duge ¢(q — M) < M. T day ta c6 ¢ < M,
suy ra

ai=q-c=(qg—M)c+M-c<M+M*=MM+1).

Khing dinh dugc chitng minh. O

Dit B = M(M +1). Goi P* la tap gom tat ca cic s6 nguyén t6 khong vugt qua M va tat ca cac uée
nguyén t6 clia cac sd6 hang < B clia day.

Khang dinh 3. V6i moi phan tit 2 € V va moi s6 hang a; € A, x vA a; luon c6 it nhat mot wdc
nguyén t6 chung thuoc P*.

Chitng minh. Xét mot x € V vaA mot a;. Néu a; < B thi vi ged(z,a;) > 1 ta ¢6 z va a; ¢6 mot ude
nguyén t6 chung p. Do p | a; vd a; < B, theo dinh nghia thi p € P*. Néu a; > B, gia st ngugc lai
x v a; khong c6 udc nguyén té chung niao nhé hon hosic bang M. Theo ching minh & trén, khi do6
a; < B. Diéu nay mau thuin véi diéu kién a; > B. Nhu vay  va a; bat buoc phai chia sé it nhat mot
u6c nguyén té6 p < M. Theo dinh nghia tap hop P*, ta c6 ngay p € P*. O

Dét L == HpEP* p

Khéng dinh 4. Véi moi sé nguyén duong z, ta c6 z € V néuvachi nbuz+ L e V.



Chatng minh. Gia st z € V. Véi mdi s6 hang a; € A, theo Khing dinh 3 thi = va a; chia sé mot ude
nguyén t6 p € P*. Dop € P*, tacop| L, suyra p| (z+ L). Khi d6 = + L v a; ciing ¢6 chung uéc
nguyén to p. Diéu nay ding v6i moi a; € A nén x + L € V. Nguge lai, néu x + L € V, bang 1ap luan
hoan toan tuong tu, x + L va a; c6 chung mot wéc nguyen t6 p € P*. Vi p | L, ta suy ra p | x, kéo
theo x va a; c6 chung wéc p. Do d6 z € V. O

Bay gio viét V = {v1,v9,v3,...} véi v; < vy < vz < .... Dat T la s6 lugng cAc phan tit ctia V' nam
trong ntta khoang (0, L]. Vi L chia hét cho moi nguyén t6 p € P*, va mdi s6 hang a; déu c6 it nhat
mot ue nguyen t6 thuoc P*, suy ra ged(L,a;) > 1 v6i moi i > 1. Nghia 1a L € V, kéo theo T > 1.

Tt Khing dinh 4, ta c6 mdi nita khoang c¢6 do dai L trén truc sé luon chita ding 7 phan ti ctia V.
Vi vay ta c6 vjir = v; + L v6i moi sO nguyen duong j. Mt khéc, theo Khing dinh 1, tap A thu duge
bing cach bd di mot s6 hitu han cac phan ti ctia V nhé hon a;. Gia stt ¢6 ding r — 1 phan t ctia V
nho hon ay, khi d6 a, = v,1,—1 v6i moi s6 nguyén duong n. Suy ra

UptT = UntTHr—1 = Upgr—1 + L =a, + L

v6i moi s6 nguyén duong n. O



Trén AoPS, hai thanh vien ZVFrozel v YaoAOPS binh luan riang bai toan nay c6 quan hé rat than
thiét vé6i bai toan N5 trong [1]. Day 1a mot 10i gidi néu ban nghién citu k§ bo do!

Loi gidi 2. Dat k = a;. Ta chia tat ca cdc sd nguyén > k thanh hai tap hop G va B: Mot s6 n > k
thuoc tap G néu va chi néu v6i moi m € G théa man m < n, ta déu c6 ged(m,n) > 1. Tap B gom
cac s6 nguyén > k khong thuoc G. Khi d6 day (a,)22; chinh la day tat ca cac phan tit ctia G theo
thit tu ting

Goi mot s6 nguyén t6 p 1a nhé néu p < k, va Idn néu p > k. Hai s6 nguyeén > k dugc goi 1a tuong
duong néu tap hgp cac uéc nguyeén to6 nhéd clia ching biang nhau.

Khing dinh 1. Cho s6 nguyen b > k c6 it nhat mot udc nguyen t6 nhé. Khi dé ton tai s6 nguyen =
sao cho k <z < b, z tuwong duong vé6i b, va z khong c¢6 wée nguyén t6 16n nao.

Chitng minh. Néu b khong c6 uéc nguyén t6 16n, ta chi can chon x = b. Ngudc lai, gid st b c6 mot
u6c nguyen t6 nhéd p va mot ude nguyeén t6 16n ¢. Goi a 1a tich clia tat ci cac wdc nguyen to6 phan biet
nhoé ciia b. Xét s6 nguyén khong am m nhé nhat sao cho z = p™a > k. R6 rang tap cac udc nguyén
td clia o bang tap cic udc nguyeén td clia a. Vi vay, x tuong duong véi b va chi gom cac wdc nguyén
t6 nhé. Ta sé ching minh x < b.

Néum =0, ta co x = a < b/q < b. Néu m > 0, do tinh nhé nhat ctia m, ta c6 p™ 'a < k. Do dé
r=p(pmta) <pk. Vip<a (dop|a)vak<q, tathu dugc x < pk < ak < ag. Ma a la tich cac
u6c nguyén t6 nho phan bigt ctia b, con ¢ 13 mot wée nguyen t6'16n ctia b, nén aq | b, dan dén aq < b.
Suy ra x < b. O

Khang dinh 2. Néu hai s6 tuong duong nhau thi ching ctiing thuoc G hoic ciing thuoc B.

Chaing minh. Gia sl ton tai mot cip sb tuong duong (a,b) sao cho a € B va b € G. Ta chon mot cap
nhu vay sao cho max(a,b) nhé nhat.

Vi a € B, theo dinh nghia ton tai mot phan ti r € G sao cho r < a va ged(a,7) = 1. Vik € G 1a
phan tit nhé nhét ctia G, var € G v6ir >k, néu r > k thi theo dinh nghia ctia G, ta c6 ged(k,r) > 1;
con néu r = k thi hién nhién r ¢6 mot uéc nguyén td6 < k. Do d6 r ludn cé it nhat mot wéc nguyen
t6 nhé.

Ap dung Khéng dinh 1 cho r, ta thiy ton tai sé nguyen ' tuong duong véi r théa man k < ' < r,
va 1’ chi chita cac wdc nguyén t6 nhé. Vi r € G va max(r,r’) = r < a < max(a,b), tinh nhé nhat bao
dam rang r’ cling phai ciing trang thai v6i r, nghia la r’ € G.

Bay gio, vi ' € G va b € G, ching khong thé nguyén t6 cting nhau, do dé ton tai mot uéc nguyen to
chung p ctia v’ va b. Vi 7/ chi chita toan cac wdc nguyeén t6 nhd, nén p bat budc phai 13 mot s6 nguyen
t6 nhé. Do p | b va p nhé, tinh tuong duong gitta a va b suy ra p | a. Mit khac, do p | ' va p nhd,
tinh tuong duong gitta r va v’ suy ra p | r. T d6 ta c¢6 p | ged(a,r), dan té6i ged(a,r) > p > 1. Diéu
nay mau thuan tryc tiép véi viec ged(a,r) = 1. O

Tré lai bai toan. Goi P la tich clia tat ci cac s6 nguyén té nhé. Véi moi n,m > k, néu n — m chia
hét cho P thi n va m tuong duong. Theo Khing dinh 2, ta cé n € G <= m € G. Noéi riéng, véi moi
n >k, ta co

necG < n+Pecd.

Vi vay néu = > k, cac doan c6 do dai P ndi tiép nhau dang
[z, + P —1],[x+ P,x +2P —1],...

ludn chita cting mot s6 lugng phan tit ctia G. Goi s6 lugng khong doéi nay 1a 7. Hién nhien 7> 1 do
doan [k, k + P — 1] chta phan tt k € G.



Xét phan tt a, € G. Doan [ay,a, + P — 1] chita ding T phan t ciia G. Vi phan ti dau tien cta
doan nay la a,, nén cac phan ti ctia G trong doan lan luot 1& an,ani1,...,anr—1. Do tinh tuan
hoan modulo P, doan ké tiép [a,, + P, a, + 2P — 1] ¢6 cic phan t1t thuoc G bing cac phan tit ctia doan
trude cong them P, cu thé 1a

an+P7an+1+P7"'7an+T—1+P~

Do d6 phan tit dau tién ctia doan ké tiép chinh 1a a,, + P. Phan tit nay ndi tiép ngay sau phan ti cudi
cung ctia doan trude (an,7_1), ttc 1a n6 c¢6 chi sé6 n + T, suy ra a,7 = a, + P v6i moi n > 1.

Cubi ciing chon L = P ta thu dugc diéu phai chiing minh. O
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