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USAMO 2009, bài 6

USAMO 2009/6. Cho (sn)n≥1 là một dãy không hằng các số hữu tỉ. Giả sử (tn)n≥1 cũng là một
dãy không hằng các số hữu tỉ thỏa mãn tính chất (si − sj)(ti − tj) là một số nguyên với mọi i và j.
Chứng minh rằng tồn tại một số hữu tỉ r khác 0 sao cho (si − sj)r và (ti − tj)/r là các số nguyên với
mọi i và j.
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Lời giải 1. Đặt Si = si − s1 và Ti = ti − t1 với mọi i ≥ 1. Khi đó S1 = T1 = 0.

Bài toán yêu cầu tìm số hữu tỉ r sao cho (si − sj)r ∈ Z và ti−tj
r ∈ Z. Nếu ta tìm được r ∈ Q∗ sao cho

Sir ∈ Z và Ti
r ∈ Z với mọi i, thì với mọi cặp i, j, ta cũng có

(si − sj)r = (Si − Sj)r = Sir − Sjr ∈ Z

và
ti − tj

r
=

Ti − Tj

r
=

Ti

r
− Tj

r
∈ Z.

Vậy ta chỉ cần tập trung vào việc tìm r cho các dãy Si và Ti.

Từ giả thiết (si − sj)(ti − tj) ∈ Z, ta suy ra (Si −Sj)(Ti − Tj) ∈ Z với mọi cách chọn hai chỉ số i và j.

Chọn j = 1 và để ý S1 = T1 = 0, ta có SiTi ∈ Z với mọi i. (1)

Vì (Si − Sj)(Ti − Tj) là số nguyên với mọi i và j nên kết hợp với (1) ta có

SiTj + SjTi ∈ Z, ∀i, j. (2)

Do dãy (sn)n≥1 và (tn)n≥1 không phải là dãy hằng, tồn tại các phần tử khác 0 trong dãy (Sn)n≥1 và
(Tn)n≥1.

Trường hợp 1: Tồn tại chỉ số a sao cho Sa ̸= 0 và Ta ̸= 0.

Từ (1) và (2), với mọi i, các số N := SaTa, Mi := SiTi và Zi := SiTa+SaTi đều là các số nguyên. Với
một chỉ số i, xét phương trình bậc hai (ẩn X):

NX2 − ZiX +Mi = 0.

Vì Xi :=
Si
Sa

là một nghiệm hữu tỉ của phương trình này nên theo định lý nghiệm hữu tỉ, mẫu số của
nghiệm hữu tỉ Xi (khi viết ở dạng phân số tối giản) phải là ước của N . Do đó NXi ∈ Z, tức là

(SaTa)
Si

Sa
= TaSi ∈ Z, ∀i.

Đổi vai trò của S và T , hoàn toàn tương tự ta cũng có SaTi ∈ Z với mọi i.

Trường hợp 2: Không tồn tại a để Sa ̸= 0 và Ta ̸= 0.

Điều này nghĩa là với mọi i, hoặc Si = 0 hoặc Ti = 0. Vì dãy (Sn)n≥1 không hằng nên tồn tại chỉ số
u sao cho Su ̸= 0, và do giả thiết của trường hợp 2, ta phải có Tu = 0. Vì dãy (Tn)n≥1 không hằng
nên tồn tại chỉ số v sao cho Tv ̸= 0, và tương tự ta phải có Sv = 0. Áp dụng (2) ta có SiTv và SuTi là
các số nguyên với mọi i.

Trong cả hai trường hợp, luôn tồn tại các hằng số hữu tỉ khác 0, gọi là T ∗ và S∗, sao cho T ∗Si và
S∗Ti là các số nguyên với mọi i. Điều này chứng tỏ tập hợp tất cả các phần tử Si là một tập con của
nhóm cộng 1

T ∗Z, và các phần tử Ti thuộc nhóm cộng 1
S∗Z.

Xét nhóm GS := ⟨S1, S2, . . .⟩Z. Vì S không phải dãy hằng toàn 0, nhóm GS sinh bởi một số hữu tỉ
dương duy nhất, gọi là q1. Nghĩa là GS = q1Z. Hoàn toàn tương tự, nhóm GT := ⟨T1, T2, . . .⟩Z có
dạng GT = q2Z với q2 ∈ Q+.

Vì q1, q2 là các phần tử sinh dương, ta có thể viết: Si = miq1 và Ti = niq2 với mi, ni ∈ Z. Ta cũng có
ngay gcd{mi} = gcd({ni}) = 1. Từ (1) và (2), với K := q1q2 ∈ Q+, ta có Kmini và K(minj +mjni)
là các số nguyên với mọi i và j.

Ta sẽ chứng minh K là một số nguyên. Giả sử ngược lại rằng K = A
B với A,B là các số nguyên dương

nguyên tố cùng nhau và B > 1. Gọi p là một ước nguyên tố của B. Khi đó mini ≡ 0 (mod p) với
mọi i và minj +mjni ≡ 0 (mod p) với mọi i, j.
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Vì gcd({mi}) = 1, tồn tại chỉ số u sao cho mu ̸≡ 0 (mod p). Do munu ≡ 0 (mod p), ta bắt buộc
phải có nu ≡ 0 (mod p). Tương tự, vì gcd({ni}) = 1, tồn tại chỉ số v sao cho nv ̸≡ 0 (mod p). Do
mvnv ≡ 0 (mod p), ta suy ra mv ≡ 0 (mod p). Vì

munv +mvnu ≡ 0 (mod p)

nên munv ≡ 0 (mod p). Nhưng điều này mâu thuẫn vì ta đã chọn u, v sao cho p ∤ mu và p ∤ nv.

Vậy K là số nguyên.

Bây giờ chỉ cần chọn r = 1
q1

là xong.
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Lời giải 2. Ta có ba nhận xét sau:

1) Nếu σ : N∗ → N∗ là một song ánh thì hai dãy (sσ(n))n≥1 và (tσ(n))n≥1 cũng thỏa mãn các giả
thiết của bài toán.

2) Nếu s, t là các số hữu tỉ thì hai dãy (sn + s)n≥1 và (tn + t)n≥1 cũng thỏa mãn các giả thiết của
bài toán.

3) Tồn tại cặp chỉ số (i, j) sao cho (si − sj)(ti − tj) ̸= 0.

Chứng minh nhận xét 3: Do dãy (si) không phải dãy hằng nên tồn tại (i, j) sao cho si ̸= sj . Nếu
ti ̸= tj thì (i, j) là cặp phải tìm. Nếu ti = tj , do dãy t không hằng, ta chọn k sao cho tk ̸= ti. Khi
sk = si, ta chọn (j, k) (vì khi đó sj ̸= sk và tj ̸= tk). Khi sk ̸= si, ta chọn (k, i).

Trở lại bài toán. Bởi các nhận xét trên, ta có thể giả sử s1 = t1 = 0, s2 ̸= 0 và t2 ̸= 0.

Ta sẽ chứng minh tồn tại các số hữu tỉ dương A,B sao cho AB, Asj và Btj đều là các số nguyên với
mọi j. Với mọi i, j, ta có (si − s1)(ti − t1) = siti và

(si − sj)(ti − tj) = siti + sjtj − (sitj + sjti).

Từ giả thiết bài toán, suy ra siti và sitj + sjti là các số nguyên với mọi i, j. Cố định i = 2, ta có s2t2,
sjtj và s2tj + sjt2 là các số nguyên. Xét phương trình bậc hai nhận sjt2 và s2tj làm nghiệm:

X2 − (s2tj + sjt2)X + (s2t2)(sjtj) = 0.

Phương trình này có các hệ số là số nguyên và hệ số bậc cao nhất bằng 1. Do đó, theo định lý nghiệm
hữu tỉ, các nghiệm của nó phải là số nguyên. Suy ra sjt2 ∈ Z với mọi j.

Giả sử t2 = u2
v2

ở dạng phân số tối giản. Từ sj
u2
v2

∈ Z, ta có sju2 ∈ Z. Chọn A = |u2| > 0, ta có A là
số nguyên dương và Asj là số nguyên với mọi j. Hoàn toàn tương tự (bằng cách xét nghiệm còn lại
s2tj ∈ Z), giả sử s2 =

p2
q2
, ta chọn B = |p2| > 0, suy ra Btj là số nguyên với mọi j.

Vì A,B vừa tìm được là các số nguyên dương, tích AB cũng là số nguyên dương. Do đó, tập hợp các
cặp số hữu tỉ dương (A,B) sao cho Asj ∈ Z, Btj ∈ Z và AB ∈ Z là một tập khác rỗng.

Xét tập hợp các cặp (A,B) hữu tỉ dương thỏa mãn điều kiện trên. Vì các giá trị của AB là các số
nguyên dương nên tồn tại cặp (A,B) sao cho tích AB đạt giá trị nhỏ nhất. Ta sẽ chứng minh AB = 1.

Thật vậy, giả sử AB > 1, khi đó số nguyên dương AB có ít nhất một ước nguyên tố p. Với mọi j, ta
có

AB(sjtj) = (Asj)(Btj)

Vì sjtj ∈ Z và p | AB, vế trái chia hết cho p. Do (Asj) và (Btj) đều là các số nguyên, p phải chia hết
Asj hoặc Btj . Xét các trường hợp:

Trường hợp 1: p chia hết Asj với mọi j.

Ta xét cặp số hữu tỉ dương mới là (A/p,B). Rõ ràng A
p sj =

Asj
p là số nguyên với mọi j, và Btj vẫn

là số nguyên với mọi j. Hơn nữa, tích của chúng là A
p ·B = AB

p là một số nguyên dương (vì p | AB).
Tuy nhiên, AB

p < AB, điều này mâu thuẫn với tính nhỏ nhất của AB. Tương tự, nếu p chia hết Btj

với mọi j, ta xét cặp (A,B/p) và cũng thu được mâu thuẫn.

Trường hợp 2: Tồn tại j để p không chia hết Asj , và tồn tại i để p không chia hết Bti.

Từ phân tích trên, vì p không chia hết Asj nên bắt buộc p chia hết Btj . Tương tự, vì p không chia
hết Bti nên bắt buộc p chia hết Asi. Xét đẳng thức

AB(sitj + sjti) = (Asi)(Btj) + (Asj)(Bti)
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Vì sitj + sjti ∈ Z và p | AB, vế trái chia hết cho p. Ở vế phải, số hạng thứ nhất (Asi)(Btj) chia hết
cho p2 (do p | Asi và p | Btj). Do đó, số hạng thứ hai (Asj)(Bti) cũng phải chia hết cho p. Tuy nhiên,
theo cách chọn, p không chia hết Asj và p không chia hết Bti. Do p là số nguyên tố, tích (Asj)(Bti)
không thể chia hết cho p, đây là một mâu thuẫn.

Vậy điều giả sử AB > 1 là sai. Ta bắt buộc phải có AB = 1.

Từ đây ta chỉ cần chọn r = A là xong.
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Dưới đây là lời giải của Paul Christiano, huy chương Bạc tại IMO 2008.

Lời giải 3. Ta cho các số hữu tỉ trong lời giải này đều ở dạng phân số tối giản. Lập luận tương tự
như các lời giải trước để luôn có thể coi s2 ̸= s1 và t2 ̸= t1. Đặt d = s2 − s1 ̸= 0. Với mỗi i, đặt

s′i =
si − s1

d
, t′i = (ti − t1)d.

Phép biến đổi này bảo toàn tích (s′i − s′j)(t
′
i − t′j) = (si − sj)(ti − tj). Sau phép biến đổi, ta có thể giả

sử dãy mới có s′1 = t′1 = 0, s′2 = 1 và t′2 = k ̸= 0. Vì s′2t
′
2 ∈ Z nên k là một số nguyên. Để thuận tiện

cho việc trình bày, ta tạm thời bỏ dấu phẩy và gọi hai dãy đang xét là (sn) và (tn).

Với mọi i, ta có
(si − 1)(ti − k) = siti − ksi − ti + k ∈ Z.

Mặt khác siti = (si − 0)(ti − 0) ∈ Z và k ∈ Z, do đó ti + ksi ∈ Z. (1)

Giả sử si =
a
b là phân số tối giản. Từ siti ∈ Z, ta suy ra b | ati. Vì gcd(a, b) = 1, ta bắt buộc phải có

b | ti. Do đó ti = bc với c ∈ Z. Thay vào (1), ta có

bc+
ka

b
∈ Z.

Từ đây suy ra ka
b ∈ Z, tức là b | ka. Lại áp dụng gcd(a, b) = 1, ta thu được b | k. Vì b | k, số ksi = k a

b
là một số nguyên. Kết hợp điều này với (1), ta có ti ∈ Z. Vậy dãy (ti) chỉ gồm toàn các số nguyên.

Bây giờ gọi g = gcd(t1, t2, . . . ) là ước chung lớn nhất của tất cả các phần tử trong dãy t. Với mỗi i,
đặt

s′′i = gsi, t′′i =
ti
g
.

Phép biến đổi này tiếp tục bảo toàn tích (s′′i − s′′j )(t
′′
i − t′′j ). Lúc này, dãy (t′′i ) vẫn gồm toàn các số

nguyên và thỏa mãn gcd(t′′1, t
′′
2, . . . ) = 1.

Ta sẽ chứng minh s′′i ∈ Z với mọi số nguyên dương i. Tương tự như trước, ta lại tạm gọi dãy mới này
là (si) và (ti) cho dễ đọc.

Giả sử tồn tại chỉ số i sao cho si không phải là số nguyên. Khi đó, mẫu số của si (ở dạng tối giản) sẽ
có ít nhất một ước nguyên tố p. Vì gcd(tn) = 1, tồn tại chỉ số j thỏa mãn p ∤ tj .

Từ siti ∈ Z, mẫu số của si phải là ước của ti, suy ra p | ti. Do p | ti và p ∤ tj , ta có p ∤ (ti − tj).

Mặt khác, từ sjtj ∈ Z và p ∤ tj , ta suy ra p không thể là ước của mẫu số của sj . Vì mẫu số của si chia
hết cho p trong khi mẫu số của sj không chia hết cho p, hiệu si − sj khi viết dưới dạng phân số tối
giản sẽ có mẫu số chia hết cho p.

Kết hợp lại, trong tích (si − sj)(ti − tj), thừa số thứ nhất có mẫu chứa p, trong khi thừa số thứ hai là
một số nguyên không chia hết cho p. Do đó, tích này là một phân số có mẫu số chia hết cho p, nên
không thể là một số nguyên. Điều này mâu thuẫn trực tiếp với giả thiết bài toán.

Mâu thuẫn trên chứng tỏ hai dãy thu được sau hai lần chuẩn hóa đều là các dãy số nguyên.

Bây giờ chỉ cần chọn r = g/d là xong.
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Dưới đây là lời giải của jmerry trên AoPS.

Lời giải 4. Để thuận tiện, ta coi hai dãy bắt đầu từ chỉ số 0 thay vì 1. Không mất tính tổng quát ta
giả sử s0 = t0 = 0. Cho j = 0 trong giả thiết, ta có siti là số nguyên với mọi i. Cho i ̸= j, ta có số

siti + sjtj − (si − sj)(ti − tj) = sitj + sjti

cũng là một số nguyên. Bởi vậy, với mọi số tự nhiên n và k, ta có số∑
i,j≤n
i+j=k

sitj

luôn là một số nguyên.

Xét hai đa thức Sn(x) = s1x+ s2x
2 + · · ·+ snx

n và

Tn(x) = t1x+ t2x
2 + · · ·+ tnx

n.

Đa thức Γn(x) = Sn(x)Tn(x) là một đa thức với hệ số nguyên.

Chọn n đủ lớn sao cho cả hai đa thức Sn(x) và Tn(x) đều khác đa thức không. Gọi dn là ước chung
lớn nhất của các hệ số của đa thức Γn(x). Theo Bổ đề Gauss, ta có thể phân tích đa thức này thành

Γn(x) = (rns1x+ · · ·+ rnsnx
n)

(
t1

dnrn
x+ · · ·+ tn

dnrn
xn

)
dn,

trong đó rn là hằng số hữu tỉ dương thỏa mãn đa thức thứ nhất (rns1x+ · · ·+ rnsnx
n) là đa thức

nguyên bản. Khi đó đa thức thứ hai (
t1

dnrn
x+ · · ·+ tn

dnrn
xn

)
cũng buộc phải là đa thức nguyên bản.

Xét hai số nguyên dương m > n đủ lớn. Ta sẽ chứng minh
rm
rn

là một số nguyên. Thật vậy, các hệ

số rms1, . . . , rmsm là các số nguyên nên tập con rms1, . . . , rmsn cũng là các số nguyên. Giả sử
rm
rn

không phải là số nguyên, khi đó phân số tối giản của nó sẽ có một số nguyên tố p chia hết mẫu số

nhưng không chia hết tử số. Vì rmsi =

(
rm
rn

)
rnsi là số nguyên, p phải là ước của tất cả các hệ số

rns1, . . . , rnsn. Nhưng đa thức
(rns1x+ · · ·+ rnsnx

n)

là nguyên bản nên điều này là không thể.

Vậy
rm
rn

là một số nguyên, suy ra rm ≥ rn.

Chứng minh hoàn toàn tương tự cho đa thức nguyên bản thứ hai, ta có
dnrn
dmrm

cũng phải là một số

nguyên dương.

Từ
rm
rn

∈ Z+ và
dnrn
dmrm

∈ Z+, ta có

dn
dm

=

(
dnrn
dmrm

)
·
(
rm
rn

)
∈ Z+.

Suy ra dn chia hết cho dm, và do đó dn ≥ dm.

7
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Như vậy dãy (dn) là một dãy gồm toàn các số nguyên dương và không tăng. Do đó tồn tại một chỉ

số N đủ lớn sao cho dm = dN với mọi m ≥ N . Khi dm = dn, tỉ số
dn
dm

= 1. Suy ra
rm
rn

= 1, tức là

rm = rn = rN với mọi m ≥ N .

Dãy hệ số rn đã trở thành hằng số kể từ N . Ta chọn r = rN . Vì rSm(x) là đa thức thuộc Z[x] với
mọi m lớn tùy ý, ta có rsi ∈ Z với mọi i. Vì

1

dNr
Tm(x) thuộc Z[x] và dN ∈ Z, ta cũng có

ti
r
∈ Z với

mọi i. Kết hợp với s0 = t0 = 0, ta thu được (si − sj)r ∈ Z và ti−tj
r ∈ Z với mọi i, j.
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Sau đây là lời giải của Hamster1800 và The QuattoMaster 6000 trên AoPS.

Lời giải 5. Từ giả thiết bài toán (si − sj)(ti − tj) ∈ Z, ta có vp(si − sj) + vp(ti − tj) ≥ 0 với mọi i, j.
Ta phải tìm r ∈ Q sao cho vp(r) ≥ −vp(si − sj) và vp(r) ≤ vp(ti − tj), với mọi số nguyên tố p và mọi
chỉ số i, j.

Cố định một số nguyên tố p. Xét hai số khác nhau tx và ty. Lấy số nguyên d thỏa mãn vp(tx− ty) < d,
khi đó với mọi i thì vp(ti − tx) < d hoặc vp(ti − ty) < d. Từ vp(si − sx) + vp(ti − tx) ≥ 0, ta suy ra với
mọi i thì vp(si − sx) > −d hoặc vp(si − sy) > −d. Do đó dãy (vp(si)) bị chặn dưới, và bởi thế, tập
hợp {vp(si − sj)} bị chặn dưới. Nhưng tập này gồm các số nguyên nên nó có phần tử nhỏ nhất, ta ký
hiệu phần tử nhỏ nhất này bởi δp. Chứng minh tương tự, ta cũng thấy tồn tại δ′p = min{vp(ti − tj)}.

Ta sẽ chứng minh rằng tồn tại cặp chỉ số (i, j) sao cho δp = vp(si − sj) và δ′p = vp(ti − tj) đạt được
đồng thời. Khi đó ta có δp+ δ′p ≥ 0, suy ra −δp ≤ δ′p và ta có thể tìm được vp(r) để với mọi i, j, ta có:

−vp(si − sj) ≤ −δp ≤ vp(r) ≤ δ′p ≤ vp(ti − tj).

Giả sử ngược lại, không có cặp nào đạt giá trị nhỏ nhất đồng thời cho cả hai dãy. Lấy các chỉ số
i, j, k, l thỏa mãn vp(si − sj) = δp và vp(tk − tl) = δ′p.

Trường hợp 1: vp(si − sk) > δp và vp(sl − sj) > δp.

Ta có vp(sk − sl) = vp((sk − si) + (si − sj) + (sj − sl)) = vp(si − sj) = δp. Điều này dẫn tới cặp (k, l)
vừa đạt δp vừa đạt δ′p, mâu thuẫn với giả thiết phản chứng.

Trường hợp 2: vp(si − sk) > δp và vp(sl − sj) = δp.

Vì cặp (l, j) đã đạt δp nên nó không thể đạt δ′p, tức là vp(tl − tj) > δ′p. Suy ra

vp(sk − sj) = vp((sk − si) + (si − sj)) = vp(si − sj) = δp

và
vp(tk − tj) = vp((tk − tl) + (tl − tj)) = vp(tk − tl) = δ′p.

Điều này dẫn tới cặp (k, j) đạt giá trị nhỏ nhất cho cả hai dãy, mâu thuẫn.

Trường hợp 3: vp(si − sk) = δp và vp(sl − sj) > δp.

Vì cặp (i, k) đã đạt δp nên vp(ti − tk) > δ′p. Suy ra

vp(si − sl) = vp((si − sj) + (sj − sl)) = vp(si − sj) = δp

và
vp(ti − tl) = vp((ti − tk) + (tk − tl)) = vp(tk − tl) = δ′p.

Điều này dẫn tới cặp (i, l) thỏa mãn, mâu thuẫn.

Trường hợp 4: vp(si − sk) = δp và vp(sl − sj) = δp. Ta có vp(ti − tk) > δ′p và vp(tl − tj) > δ′p. Suy ra

vp(ti − tj) = vp((ti − tk) + (tk − tl) + (tl − tj)) = δ′p.

Tuy nhiên ta đã có vp(si − sj) = δp. Điều này có nghĩa là cặp (i, j) đạt giá trị nhỏ nhất đồng thời,
mâu thuẫn.

Vậy luôn tồn tại cặp chỉ số chung, và ta có thể chọn được số hữu tỉ hình thức

r = ±
∏

pvp(r)

thỏa mãn các điều kiện của bài toán.

Bài toán sẽ được giải quyết nếu ta chỉ ra có thể chọn vp(r) sao cho nó khác 0 chỉ với hữu hạn số
nguyên tố p.
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Xét hai cặp chỉ số (i, j) và (k, l) sao cho si ̸= sj và tk ̸= tl. Ta thấy tồn tại một tập hữu hạn Z gồm
các số nguyên tố (là các ước nguyên tố của tử số và mẫu số của si − sj và tk − tl). Với các số nguyên
tố p ở ngoài Z, ta có vp(si − sj) = 0 và vp(tk − tl) = 0. Suy ra δp ≤ 0 và δ′p ≤ 0. Mặt khác, như đã
chứng minh, ta luôn có δp + δ′p ≥ 0. Do đó bắt buộc δp = δ′p = 0. Với các số nguyên tố p /∈ Z này,
ta chọn vp(r) = 0. Vì chỉ có hữu hạn các số nguyên tố p ∈ Z nhận giá trị vp(r) ̸= 0, số r cấu thành
chính là một số hữu tỉ thực sự. Bài toán được chứng minh hoàn toàn.
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Dưới đây là lời giải chính thức của ban tổ chức USAMO 2009.

Lời giải 6. Như các lời giải trước, ta coi s1 = t1 = 0 và s2 = 1. Từ giả thiết, chọn j = 1, ta có
(sn − s1)(tn − t1) = sntn ∈ Z với mọi n. Với hai chỉ số a, b bất kỳ, từ (sa − sb)(ta − tb) ∈ Z, ta được

sata + sbtb − (satb + sbta) ∈ Z.

Vì sata ∈ Z và sbtb ∈ Z nên tổng satb+sbta là một số nguyên. Mặt khác, tích (satb)(sbta) = (sata)(sbtb)
cũng là số nguyên, do đó ta có satb ∈ Z với mọi cặp chỉ số a, b.

Chọn a = 2, vì s2 = 1, ta thu được s2tb = tb ∈ Z với mọi b. Vậy dãy (tn) chỉ gồm toàn các số nguyên.

Gọi g = gcd(t1, t2, . . . ) là ước chung lớn nhất của tất cả các phần tử trong dãy t. Theo định lý Bézout,
g có thể được biểu diễn dưới dạng một tổ hợp tuyến tính nguyên của hữu hạn các phần tử thuộc tập
{tn}. Giả sử

g = c1tn1 + c2tn2 + · · ·+ cktnk

với ci ∈ Z. Cố định một chỉ số a bất kỳ và nhân sa vào hai vế, ta được

sag = c1(satn1) + c2(satn2) + · · ·+ ck(satnk
).

Vì satni là số nguyên với mọi ni và ci ∈ Z, nên vế phải là một số nguyên. Từ đó suy ra sag ∈ Z với
mọi a. Đồng thời, vì g là ước chung của mọi tb, ta hiển nhiên có tb

g ∈ Z với mọi b.

11



T
’s
La
b

h
t
t
p
s
:
/
/
n
t
t
u
a
n
.
o
r
g
/

0
9
1
5
0
1
1
2
3
5

Cuối cùng là lời giải của Evan Chen.

Lời giải 7. Giả sử s1 = t1 = 0, s2 = 1 và t2 = t ̸= 0. Từ giả thiết, cho j = 1, ta có siti ∈ Z với
mọi i. Nói riêng với i = 2, ta có s2t2 = t ∈ Z. Vậy t là một số nguyên khác 0. Ngoài ra, khai triển
(si − sj)(ti − tj) ∈ Z, ta cũng suy ra sitj + sjti ∈ Z với mọi i, j.

Xét sn bất kỳ. Nếu sn = 0, hiển nhiên sn ∈ Z. Nếu sn ̸= 0, ta biểu diễn sn = a
b dưới dạng phân số

tối giản (với a, b ∈ Z, a ̸= 0, b > 0, gcd(a, b) = 1). Vì sntn ∈ Z, suy ra atn
b ∈ Z, do đó b | atn. Vì

gcd(a, b) = 1, ta bắt buộc phải có b | tn. Khi đó tồn tại số nguyên c sao cho tn = bc. Ta có thể viết
khéo léo lại thành tn = b

a(ac) =
b
au với u = ac ∈ Z.

Áp dụng tính chất s2tn + snt2 ∈ Z (với s2 = 1, t2 = t), ta có:

tn + snt =
b

a
u+

a

b
t =

b2u+ a2t

ab
∈ Z.

Từ đây suy ra mẫu số b phải là ước của tử số, tức là b | (b2u+ a2t). Điều này dẫn tới b | a2t. Lại do
gcd(a, b) = 1, ta thu được b | t. Vì t là một số nguyên cố định và khác 0, mọi mẫu số b của dãy s đều
bị chặn bởi |t|.

Vì tập hợp các mẫu số của dãy s là hữu hạn và bị chặn, gọi L là bội chung nhỏ nhất của tất cả các
mẫu số này. Ta thực hiện phép chuẩn hóa: nhân toàn bộ dãy sn với L và chia toàn bộ dãy tn cho
L. Dãy sn lúc này đã trở thành một dãy gồm toàn các số nguyên. Tiếp theo, gọi g = gcd(s1, s2, . . . )
là ước chung lớn nhất của toàn bộ dãy sn mới. Ta chia dãy sn cho g và nhân dãy tn với g. Lúc
này, dãy sn vẫn gồm toàn các số nguyên và thỏa mãn gcd(s1, s2, . . . ) = 1. Các điều kiện sntn ∈ Z và
sitj + sjti ∈ Z tiếp tục được bảo toàn.

Giả sử tồn tại chỉ số k sao cho tk = x
y không phải là số nguyên, với gcd(x, y) = 1 và y > 1. Khi đó,

tồn tại một số nguyên tố p sao cho p | y.

Từ sktk ∈ Z, mẫu số y phải là ước của tử số skx. Do gcd(x, y) = 1, ta suy ra y | sk, kéo theo p | sk.
Nghĩa là vp(sk) ≥ 1. Mặt khác, vì ước chung lớn nhất của toàn bộ dãy s bằng 1, phải tồn tại một chỉ
số ℓ sao cho p ∤ sℓ. Nghĩa là vp(sℓ) = 0. Từ sℓtℓ ∈ Z, mẫu số của tℓ phải là ước của sℓ. Vì p ∤ sℓ, mẫu
số của tℓ không thể chia hết cho p. Do đó, vp(tℓ) ≥ 0.

Xét cấp p-adic của tổng X = sℓtk + sktℓ ∈ Z. Ta có

� vp(sℓtk) = vp(sℓ) + vp(tk) = 0 + vp(x)− vp(y) = −vp(y) ≤ −1.

� vp(sktℓ) = vp(sk) + vp(tℓ) ≥ 1 + 0 ≥ 1.

Hai số hạng có cấp p-adic khác nhau nên cấp p-adic của tổng sẽ bằng

vp(X) = min(vp(sℓtk), vp(sktℓ)) = vp(sℓtk) ≤ −1 < 0.

Điều này dẫn đến mâu thuẫn trực tiếp với X ∈ Z. Vậy mọi phần tử tn đều bắt buộc phải là số
nguyên.
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