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1 Pai so6

A1. Véi s6 nguyén duong N, tim s6 thyc by nhéd nhét sao cho

2N
NwaH <hy(z—1)* 42, VreR.

A2. Ky higu A la tap tat ca cac da thic ba bién z,y, z vdi hé s6 nguyén. Goi B 1a
tap con clia A gdm moi da thiic ¢6 dang

(z+y+2)P(z,y,2) + (vy + yz + 22)Q(x, y, 2) + zyzR(2, y, 2),

trong d6 P,Q, R € A. Tim s6 tu nhién n nhé nhat sao cho z'y?z* € B véi moi sb tu
nhién 4, j, k théa mén i + j + k > n.

A3. Xét cac sd thyc duong a, b, ¢, va d théa man
(a+c¢)(b+d) = ac+ bd.

Tim gi4 tri nhé nhat ciia biéu thiic

a b e d

b ¢ d a

A4. Cho céc s6 thuc a,b,c, vad théamina >b>c>d >0 va

a+b+c+d=1.

Chting minh ring
(a +2b+ 3¢ + 4d)a®b’ccd? < 1.

(IMO2020/2)
A5. Mot 4o thuat gia mudn thyc hién mot tro nhu sau. C6 dy thong bio sd nguyén
duong n, cling véi 2n sd thyc déi mot khac nhau x4, o, ..., T2, dén khan gid. Sau
d6 mot khén gia chon mot da thic bi mat P(z) bac n véi he s6 thuc, tinh 2n gia tri
P(x1), P(xa),..., P(xay,), va viét cac gia tri nay len bang theo tht tu khong gidm.
Cudi cung, 4o thuat gia thong bao da thiic P(x) cho khan gid. Lieu do thuat gia c6
thé tim dugc cach dé luon thanh cong?

A6. Tim téat cd cac ham s6 f : Z — Z théa man
FUH (a4 b) = af(a) + bf(b), Va,beZ.

Trong d6 f™ 1a liy thira bac n ctia f theo phép toan hgp thanh cac anh xa.



A7. Cho hai s6 nguyén duong n v k. Chiing minh véi ay,as, ..., a, € [1;2¥], ta c6

Yt <aVEm

i—1 a% + ... + a?
A8. Tim tat c& cac ham s f : (0;+00) — (0;+00) sao cho

flx+fley) +y = f(@)f(y) +1, VYa,y € (0; +o0).



2 Tb hop

C1. Cho s6 nguyen duong n. Tim s6 hoan vi (ay, as,...a,) cla tap [n] théa man
a1 < 2az < 3a3z < -+ < nay.

C2. Trong 100—giac déu, 41 dinh dugc t6 mau den va 59 dinh con lai dudc t6 mau
trdng. Chitng minh riing ton tai 24 t giac 16i Q1, Qo, . . ., Q24 c6 cac dinh 14 cac dinh
ctia 100—gidc déu sao cho

® cac tu giac @1, ..., Q24 doi mot roi nhau, va
® mdi tf gidc @Q; ¢6 ba dinh ciing mau va mot dinh ¢6 mau khéc.

C3. Cho mot sd nguyeén n 16n hon 1. C6 n? tram ditng trén mot sudn nii, tat ca déu
nam & cac do cao khac nhau. Méi cong ty trong s6 hai cong ty cap treo, A v B, van
hanh k cap treo; mdi cap treo cung cap dich vu chuyén tit mot trong cac tram dén
tram cao hon (khong c6 diém dimng trung gian). k cap treo ctia A c6 k diém xuét phat
khéc nhau va k diém dén khéac nhau, vi cép treo bit dau cao hon ciing két thic cao
hon. Céc diéu kién tuong tu ciing ding v6i B. Hai tram dugc goi 1a lien két béi mot
cong ty néu mot ngudi cé thé bat dau tit tram thap hon va dén tram cao hon bing
cach sit dung mot hosic nhidu cap treo ctia cong ty dé (khong duge phép di chuyén
kiéu khac giita cdc tram). Xac dinh s6 nguyen duong k nhé nhat dé dam bao ring c6
hai tram dugc lién két bdi ca hai cong ty.

(IMO2020/4)
C4. Cac sd Fibonacci Fy, Fy, Fs, ... dudc xac dinh béi Fy =0, F; =1, va

Fn+l:F77,+Fn_1, VnZI

Cho sb6 nguyén n > 2, tim ¢& nho nhéit ctia mot tap S cac 6 nguyén sao cho véi moi
k=23 ..., ntontaiz,yc Sdéz—y=Fj.
(Croatia)

) ) 1 )
C5. Cho s6 nguyen t6 1é p, va dat N = Z(p3 —p)—1.Cécsd 1,2, ..., N dugc t6 béi hai

mau xanh va dé theo cach tuy y. V6i mdi s6 nguyen duong n < N, ky hieu r(n) la ty
le cac s6 trong {1,2,...,n} c¢6 mau dé. Chiing minh rang ton tai a € {1,2,...,p—1}
sao cho r(n) #a/p véimoin=1,2, ..., N.

(Ha Lan)
C6. Cho sb nguyén duong n va 4n vien séi c¢6 trong lugng 1, 2, 3, ..., 4n. Mdi vién
s6i duge to bdi mot trong n mau va c¢6 bon vién so6i mdi mau. Chitng minh ring ta
c6 thé sip xép céc vién s6i thanh hai déng sao cho cé hai diéu kien sau day déu duge
théa méan:

® Téng trong lugng clia cic vien séi ¢ ca hai déng 1a nhu nhau.
® Madi déng chita hai vién séi mdi mau.

(IM02020/3)



C7. Xét mot bang chit nhat bat ky v6i hitu han hang va cot, v6i mot sé thuc a(r, c)
trong 6 & hang r va c¢ot c. Mot ciip (R, C), trong d6 R 1a mot tap hgp cdc hang va C
13 mot tap hgp cac cot, dude goi 1 mot cap yén ngua néu théa man hai didu kién sau:

(i) V6i moi hang '/, ¢6 r € R sao cho a(r,¢) > a (', ¢) v6i moi ¢ € C;
(if) Véi mdi ¢t ¢/, ¢6 ¢ € C sao cho a(r,c) < a(r,c¢') véi moi r € R.

Mot cip yen ngua (R, C) dudc goi la cue tiéu néu véi mdi ciap yén ngua (R, C') thoa
mén R' C Rva C' C C, tacé6 R’ = R va C' = C. Chitng minh ring hai cap cuec tiéu
bét ky chita cling s6 hang.
(Thdi Lan)

C8. Hai ngudi choi, A vi B, choi mot tro chai trén bang ban dau chita c6 2020 sb 1.
O méi lugt choi, A x6a hai s6 x va y trén bang, sau dé B viét mot trong cac sé x4y
va |z — y| 1én bang. Trd choi két thic ngay khi két thic mot lugt, mot trong hai diéu
sau day thoéa méan:

(1) mot trong cac sb trén bang 16n hon tong ciia tat ca cac s6 khac;

(2) chi c6 cac s6 khong trén bang.
Sau khi két thiic, B phai dua s keo cho A bing s6 lugng sb trén bang. A mubn nhan

cang nhiéu keo cang tbt, trong khi B mubn cho cang it keo cang tét. Xac dinh s6 keo
ma A nhan duge néu ci hai ngudi choi déu chai gidi.



3 Hinh hoc

G1. Cho ABC la mot tam giac can véi BC = C A, va D 1a mot diém trén canh AB
sao cho AD < DB. Goi P va @ lan lugt 13 hai diém trén cac canh BC va CA sao cho
/DPB = /DQA = 90°. Dudng trung truc ctia PQ cit doan thing CQ tai F, duong
tron ngoai tiép ctia cac tam gidac ABC va CPQ cit nhau tai F va C. Gia st P, E, F
thang hang. Chiing minh ring ZACB = 90°.

G2. Cho tit giac 16i ABCD va diém P nam trong né sao cho
/PAD : /PBA:/DPA=1:2:3=/CBP:/BAP: /BPC

Chitng minh ring ba duong thing sau day cting di qua mot diém: duong phan giac
ctia ZADP, /PCB, va duong trung trirc ciia doan thing AB.
(IM02020/1)
G3. Cho ABCD la mot tit gidc 161 c6 ZABC > 90, CDA > 90 va /DAB = /BCD.
Goi E va F lan lugt 1 cac diém doi xting véi A qua BC va CD. Gia sit ring cac doan
AE va AF lan lugt cit duong thing BD tai K va L. Chitng minh ring cic duong
tron ngoai tiép clia cac tam gidac BEK va DFL tiép xtc v6i nhau.
(Slovakia)
G4. Trong mit phing, c6 n > 6 cai dia doi mot r0i nhau Dy, Dy, ..., D,, véi ban kinh

R1>R2>~'~>Rn~

V6i méi i = 1,2,...,n, mot diém P; dugc chon trong dia D;. Cho O la mot diém tiy
¥ trong mit phang. Chiing minh ring

(Mot dia duge gid dinh la chita bién ctia né.)

G5. Cho ABCD la ti gidc noi tiép. Cac diém K,L,M,N lan lugt dugc chon
tréen AB,BC,CD,DA sao cho KLMN la hinh thoi ¢6 KL || AC va LM |
BD. Goi wg,wp,wc,wp lan lugt 13 dudng tron noi tiép clia cac tam giac
ANK,BKL,CLM,DMN. Chting minh ring cac tiép tuyén chung trong clia w4, we
VA cac tiép tuyén chung trong ciia wp vi wp dong quy.

G6. Cho ABC la tam giac c6 AB < AC, I 13 tam dudng tron ndi tiép, va I4 14 tam
duong tron bang tiép goc A. Duong tron noi tiép tam gidc gip BC tai D. Gia sit
E=ADNBI, va F = ADNCI,4. Ching minh ring dudng tron ngoai tiép cdc tam
giac AID va I[4EF tiép xtic v6i nhau.

G7. Goi P la mot diém trén dudng tron ngoai tiép tam giac nhon ABC. Goi D, E, F
lan lugt 1a cac diém ddi xing v6i P qua A-trung binh, B-trung binh, va C-trung
binh. Goi w la dudng tron ngoai tiép ctia tam giadc tao bdi cdc dudng trung truc



cia AD,BE,CF. Chitng minh ring cidc dudng tron ngoai tiép ciia cdc tam giac
ADP, BEP,CFP, va w cing di qua mot diém.

G8. Cho ABC la tam gic vdi tam dudng tron noi tiép I v dudng tron ngoai tiép T.
Céac duong tron wp di qua B vh we di qua C tiép xic nhau tai I. wp gip cung nhd
AB clia T tai P vd AB tai M # B, dong thdi we gip cung nhé AC cia I tai Q va
AC tai N # C. Céc tia PM va QN cét nhau tai X. Goi Y 1a mot diém sao cho Y B
tiép xtc véi wp va YO tiép xiic véi we. Chitng minh ba diém A, X va Y thing hang.

G9. Chitng minh réing ton tai hing s6 duong ¢ sao cho ménh dé sau ding: Xét mot
s6 nguyen n > 1, v mot tap hop S gom n diém trong mit phing sao cho khoing
céach gitta hai diém khéac nhau bat ky trong S it nhét 1a 1. Khi d6 ton tai mot dudng
thang ¢ tach S sao cho khoang céch tir bat ki diém nao ctia S dén ¢ it nhat 1a cn=1/3.
(Mot dudng thang ¢ tach mot tap hop céc diém S néu c6 mot doan thing ndi hai
diém trong S cét £.)

Chii 4. Két qud yéu hon vdi en='/3 duge thay bing en™ ¢6 thé duge diém tiy thudc
vao gid tri clia hing s6 o > 1/3.
(IM0O2020/6)



4 S6 hoc

N1. Cho mot sé nguyén duong k. Chitng t6 ring ton tai s6 nguyén td p sao cho ta
c6 thé chon cic s6 nguyén phan biét ay,as -+ ,apr3 € {1,2,--- ,p— 1} dé p chia hét
;041042043 — 1 vOimoi i =1,2,--- k.

N2. D6i v6i mdi s6 nguyeén t6 p, dung mot do thi G, trén {1,2,...p}, trong d6 m # n
ké nhau khi va chi khi p chia hét (m? + 1 — n)(n? + 1 — m). Chiing minh réng G,
khong lién thong véi vo han p.

N3. Cho s6 nguyén n > 1 vi mot bod bai gdbm n quan bai. Mot s6 nguyén ducng duge
viét trén moi quan bai. Bo bai nay c¢6 dic diém la trung binh cong ciia cac sé trén
mdi cip quan bai cling 13 trung binh nhan clia cic sd trén mot tap hop nao dé gom
mo6t hodic nhidu quan bai. Véi n ndo thi cic sd trén cac quan bai bing nhau?

(IM02020/5)
N4. D61 v6i mdi s6 nguyen t6 1é p va méi sé nguyen n, ky hieu d,(n) la du khi chia
n cho p. Ta néi rang (ag,ay, as,...) la mot p—day, néu ap la mot sé6 nguyen duong
nguyén t6 cting nhau véi p, va

Ap4+1 = Qp + dp(an)

v6i moi n = 0.

(a) Ligu c6 ton tai vo han s6 nguyén t6 p sao cho c6 cac p-day (ag,ar,az,...) va
(bo, b1,b2,...) sao cho a,, > b, v6i vd han n, va b, > a,, v6i vdo han n?

(b) Liéu c6 ton tai vo han sd nguyeén t6 p sao cho c6 cac p-day (ag,ar,as,...) va
(bo, b1,b2,...) sao cho ag < by, nhung a,, > b,, v6i moi n > 17

(Anh)
N5. Tim tat ca cac ham sbé f xac dinh trén tap cic s6 nguyén ducng va lay gia tri
nguyén khong am thdéa man ba diéu kién sau:

(i) ton tai n dé f(n) # 0;
(ii) f(zy) = f(z) + f(y) véi mdi s6 nguyen duong x va y;
(iii) ¢6 vo han n sao cho f(k) = f(n — k) véi moi k < n.

N6. V6i mdi s6 nguyen duong n, goi d(n) 1a s6 ude duong ctia n, va ¢(n) 1a s6 cac s6
nguyén duong khong vugt qua n va nguyeén t6 ciing nhau véi n. Lieu c6 ton tai hing
s6 C sao cho

o) _ .

d(p(n)) —
véimoin>17

(Cyprus)

N7. Cho S 1a mot tap hgp gom n > 3 s6 nguyen duong, khong c6 s6 nao bing tong
ctia hai s6 khac nhau trong S. Chting minh ring céc phan tit ciia S ¢6 thé duge danh
sdnhu la ay, as, . .., a, sao cho a; khong chia hét a; 1 +a;11 v6imoii=2,3,...,n—1.
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