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1 Pai s6
A1l. Tim tat cd cac ham sé f : Z — Z sao cho véi mbi s6 nguyén a va b,
f(2a) +2f(b) = f(f(a+Db)).

(IM0O2019/1, South Africa)
A2. Cho céc s6 thuc ui,us, ..., U9 thda man

N 2 2 2
UL+ Us + -+ U9 =0  va u1—|—u2—|—~-+u2019:1.

Dit a = min (uy, us, . . ., Uz019) va b = max (u1,us,. . ., U2019). Chiing minh réing
1
b -
S 79019
A3. Cho s6 nguyen n > 3 va (ay,as, .. .,a,) la mot diy tdng nghiém ngat n s6 thuc

duong c6 tong bing 2. Cho X 1a mot tap con ciia {1,2,...,n} sao cho

1—2@1‘

i€X

nho nhit. Ching minh ring c6 mot diy tang nghiem ngit n s6 thyc duong
(by,ba,...,b,) co tong bing 2 sao cho

> bi=1.

i€X
A4. Cho sb nguyén n > 2 va cac s6 thuc ai,as, ..., a, sao cho
a1 +az+---+a, =0.
Dinh nghia tap hop A béi
A={(0,j)11<i<j<nla;—a;] > 1}

Chitng minh ring néu A khac tap hop réng thi

Z a;a; < 0.

(i,§)€A
A5. Cho s6 nguyén n > 1 vi cac s6 thyc x1,xo,...,x, doi mot khac nhau. Ching
minh ring
Z H 1 —z;x; [0, néun chin;
z;—x; |1, néunlé

1<i<n j#i



A6. Cho da thiic P(x,y,z) véi he s thuc théa man
P(aj,y,z) = P(w7y7$y_ Z) = P(.T,ZQ? —y,Z) = P(yz —.Z‘,y,Z).
Chiing minh ring ton tai da thiic F(t) sao cho
P(x,y,2) = F(2® + y* + 2* — 2y2).
A7. Xét cic ham s6 f : Z — Z théa man
f(fe+y)+y) = F(f(z)+y)
v6i moi s6 nguyén z va y. V6i mot ham f nhu vay, ta néi mot sé6 nguyén v 1a f—hiém
c6 néu tap hgp
Xo={z€Z: f(z)=v}
l& hitu han va khéac rong.

(a) Ching minh réng ton tai ham f ma c6 s6 nguyén & f-hiém cé.
(b) Chitng minh ring khong ¢6 ham f c¢6 nhiéu hon mot s6 nguyén la f-hiém c6.



2 Tb hop

C1. Day vo han ag, ay, as, ... cac s6 nguyén cé cac tinh chat sau: 0 < a; < i v6i moi

i>0,va
k k k
ap aq Qg

v6i moi sd nguyén k > 0. Chiing minh réing tat ca cac s6 nguyén N > 0 xuat hién
trong day.

C2. Ban dugc cung cap mot tap hgp gom n khoi gb, mdi khéi nang it nhat 1; tdng
trong lugng ctia ching 13 2n. Chitng minh rang v6i moi sé thyc r véi 0 < r < 2n — 2,
ban c6 thé chon mot tap hop con céc khdi c6 tdng trong lugng it nhat 1a » nhung
nhidu nhét 1a r 4 2.

C3. Ngan hang Bath phéat hanh tién xu v6i mot mit c6 chit H va mit kia 1a 7.
Harry c6 n trong s6 nhitng dong xu nay dudc xép thanh mot hang tit trai sang phai.
Anh ta lip di lip lai thao tac sau: néu c6 ding k > 0 dong xu hién thi H, anh ta
lat dong xu thi k tit ben trai sang; néu khong, tat ci cic dong xu déu hién thi T
va anh ta ditg lai. Vi du: néu n = 3 thi qua trinh bt dau v6i cAu hinh THT sé 1a
THT — HHT — HTT — TTT, qua trinh nay sé dirng sau ba thao tac.

(a) Chiing t6 rang, ddi v6i mdi cau hinh ban dau, Harry dimg lai sau mot s6 hitu han
thao tac.

(b) Dbi v6i mdi cau hinh ban dau C, dat L(C) la s6 thao tac trude khi Harry ding.
Vidw: L(THT) = 3 va L(TTT) = 0. Xac dinh gié tri trung binh ctia L(C) trén
tat ca 2" cau hinh ban dau c6 thé cé ciia C.

(IM0O2019/5)
C4. Trén mot mit phing ¢ Camelot, Vua Arthur xay dyng mot mé cung £ bao gom
n bic tuong, mdi biic tuong la mot dudng thang vo tan. Khong c6 hai bitc tusng nao
song song va khong c6 ba biic tusng nao c6 diém chung. Merlin sau d6 son mot mat
ctia méi bitc tudng hoan toan mau dé vh mit kia hoan toan mau xanh lam.

Tai giao diém ctia hai biic tudng c6 bén goc: hai géc dbi dien theo dudsng chéo noi
mot bén mau dé vA mot bén mau xanh gdp nhau, mot géc noi hai bén mau dé gap
nhau va mot goc noi hai bén mau xanh gip nhau. Tai mdi nga tu nhu vay, c6 mot
ctta hai chiéu néi hai géc déi dién theo dudng chéo ma tai dé cac canh c6 mau khac
nhau gap nhau.

Sau khi Merlin son tuong, Morgana sau dé dat mot s6 hiép si vio mé cung. Céac
hiép si ¢6 thé di xuyen qua cita, nhung khong thé di xuyéen tuong.

Dat k(£) la s6 16n nhat k sao cho, bat ké Merlin vé mé cung £ nhu thé nao,
Morgana luon cé thé dat it nhat k hiep si sao cho khong c6 hai trong s6 ho c¢6 thé
gap nhau. Véi méi n, tim tat cd cac gia tri c6 thé c6 ctia k(L), trong d6 £ 1a mot mé
cung v6i n bic tuong.

C5. Mot mang xa hoi ¢6 2019 ngudi dung, mot s6 cap 14 ban be. Bat ¢t khi nao ngudi
diing A két ban v6i ngudi dung B, thi ngudi dung B ciing 13 ban véi ngusi dung A.
Cac sy kien thuoc loai sau c6 thé xay ra lip di lip lai, mdi 1an mot sy kien: Ba ngusi



dung A, B va C sao cho A la ban cta cd B va C, nhung B va C khong phai la ban
cia nhau, hay thay ddi trang thai ban be clia ho sao cho B va C la ban ctia nhau,
nhung A khong con 1a ban ctia B vd khong con 1a ban ctia C. Tat ci cac trang thai
ban be khac khong thay doi.

Ban dau, c6 1010 ngudi diing ma mdi ngudi c¢6 1009 ban va 1009 ngudi diing ma
mdi ngudi c6 1010 ban. Ching minh ring ton tai mot chudi cac sy kién ma sau dé
mdi ngudi ding 1a ban clia nhiéu nhit mot ngudi ding khac.

(IMO2019/3)
C6. Cho s6 nguyén n > 1 va 2n diém trong mit phing sao cho khong c6 ba diém
nao thang hang. Cac diém duge gdn nhan A,, Ao, ..., As, theo thi tu ndo d6. Sau

do, ching ta xét 2n gbc
LAV A A, LAQA3AY, ..., L Aoy 0 Asy 1 Aoy, LAsy 1 A2, A1, LA2 A1 As.

Chitng minh ring ton tai mot cach gan nhan cac diém da cho dé 2n géc tao thanh co
thé dugc chia thanh hai nhém véi téng cac goc trong mot nhéom bing téng céc goc
trong nhom kia.

C7. C6 60 hop rong By, ..., Bgo lién tiép trén ban vi mot ngudn cung cap séi khong
gi6i han. Cho mot s6 nguyen duong n, Alice va Bob chai tro choi sau. Trong vong dau
tien, Alice 14y m vién séi va chia ching vao 60 hop theo ¥ muén. Mbi vong tiép theo
bao gdm hai buéc:

(a) Bob chon mot sd nguyén k v6i 1 < k < 59 va chia cdc hop thanh hai nhém
Bl,...,Bk va Bk+1,...,Bﬁo.
(b) Alice chon mot trong hai nhém nay, thém mot vién séi vao mdi hop clia nhém dé
va 14y mot vién soi tit méi hop clia nhém kia.
Bob thing néu vao ltc két thiic cia mat vong bat k¥, c6 mot hop khong chita vien séi
nao. Tim n nhd nhét sao cho Alice ¢6 thé ngan Bob thing.
(Cong hoa Séc)
C8. Alice c6 mot ban dd ctia Wonderland, mot qudc gia bao gom n > 2 thi tran. D6i
v6i mdi cap thi tran, c6 mot con dudng hep di tit thi tran ndy sang thi tran khac. Mot
ngay ndo dé, tit ci cic con dudng duge thong béo chi 13 “mot chieu”. Alice khong c6
thong tin vé huéng di ctia cac con dudng, nhung Bob da dé nghi gitp dd co ay. Co
duge phép héi anh ta mot sd cau héi. D6i v6i mdi cau héi, Alice chon mot cip thi
tran va Bob cho ¢b ay biét huéng ctia con duong néi hai thi tran do.
Alice mudn biét lidu c6 it nhat maot thi trin & Wonderland ¢6 nhiéu nhat mot con
dudng di ra hay khong. Chitng minh ring c6 ay luon c6 thé tim ra cau tra loi bing
cach héi t6i da 4n cau héi.

C9. Véi hai s6 thyc khac nhau bat ky x va y, ching ta dinh nghia D(x,y) 14 sé nguyén
duy nhét d théa man 2¢ < |z — y| < 291, Cho mot tap hop cac s6 thuc F, va mot
phan t& x € F, ta goi vdy ctia x trong F la cac gia tri D(x,y) v6iy € F ma x # y.
Cho k 1& mot sd nguyén duong cho trudc.

Gia sit rang mdi phan ti x ciia F c6 tdi da k vdy trong F. Héi kich thuée tdi da
c6 thé c6 ctia F 1a bao nhiéu?



3 Hinh hoc

G1. Cho tam giac ABC. Dudng tron I' di qua A, cit cic doan AB va AC lan lugt
tai cac diém D va E, va cit doan BC tai F va G sao cho F nam giita B va G. Tiép
tuyén ctia duong tron (BDF') tai F va tiép tuyén ctia duong tron (CEG) tai G cat
nhau tai diém 7. Gia sit ring cac diém A va T khéac nhau. Chitng minh ring AT song
song v6i BC.
(Nigeria)
G2. Cho tam giac nhon ABC véi ba dudng cao AD, BE,CF. Ky hiéu wg va w¢
1an lugt 1a cAc dudng tron noi tiép ciia cac tam gidc BDF va CDE. Cac dudng tron
nay tiép xic véi cac doan thang DF va DFE lan luct tai M va N. Duong thing MN
cat lai cac dudng tron wp v we lan lugt tai P # M va Q # N. Chitng minh ring
MP = NQ.
(Viét Nam)
G3. Trong tam gidc ABC, diém A; nim trén canh BC va diém B; ndm trén canh
AC. Goi P va @ lan lugt 1a cac diém trén cac doan AA; va BB; sao cho PQ song
song véi AB. Goi P 1a mot diém trén dudng thang PB; sao cho By nim gitta P va
Py, va /PP,C = Z/BAC. Tuong tit, goi Q; la diém trén QA; sao cho A; nim gitta Q
va Q1, va Z0Q1Q = ZOBA. Chitng minh ring cac diém P,Q, Py, va @ ciing thuoc
mot dudng tron.
(IM02019/2)
G4. Cho P 1a mot diém ndm trong tam giac ABC. AP cit BC tai Ay, BP cit CA
tai By va CP cit AB tai C;. Goi Ay la diém sao cho A; 1a trung diém ctia PAs, B
la diém sao cho B; la trung diém ctia PBy va Cs la diém sao cho C la trung diém
ctia PCy. Chiing minh riing cac diém Ay, By, va Cy khong thé ciing nim trong dudong
tron ngoai tiép tam giac ABC.
(Uc)
G5. Cho ABCDE 1a mot ngii giac 16i véi CD = DE va LEDC # 2 - ZADB. Gia
stt P la mot diém nim bén trong ngi giac sao cho AP = AE va BP = BC. Chiing
minh ring P nim trén dudng chéo CE khi va chi khi

Seep +Sape = Saep + Sasp.

(Hungari)
G6. Cho tam giac ABC vé6i tam dudng tron noi tiép I. Dudng tron noi tiép tam giac
tiép xtic v6i BC,CA va AB lan lugt tai D, E v F,. Duong thing EF cit dudng tron
ngoai tiép tam gidc tai P vd Q, sao cho F ndm giita F va P. Chiing minh ring

/DPA+ ZAQD = /QIP.

(Slovakia)
G7. Goi I 1a tam dudng tron ndi tiép tam gidc nhon khong can ABC. Dudng tron noi
tiép w ctia ABC tiép xtic véi cac canh BC,CA vi AB lan luct tai D, E, va F. Dudng
thing qua D vuong goc v6i EF cit w tai R. AR cét lai w tai P. Cac dudng tron ngoai
tiép tam giac PCE va PBF cit lai nhau tai Q. Chitng minh ring cac dudng thing
DI va PQ cét nhau trén duong thing qua A va vuong géc véi Al



(IMO2019/6)
GS8. Goi £ 1a tap hgp tat ca cac dudng trong mat phing va goi f 1a mot ham gan cho
mbi £ € £ mot diém f(¢) tren £. Gia sit ring v6i mdi diém X, va ba dudng £y, o, (3
bat k¥ di qua X, cac diém f(¢1), f(¢2), f(¢3), vA X ndm trén mot dudng tron. Chitng
minh ring c6 ding mot diém P sao cho f(¢) = P, v6i moi dudng thang ¢ di qua P.

(Uc)



4 So6 hoc
N1. Tim tat ca cac cap sd nguyén duong (k,n) sao cho
kl= (2" —1)(2" —2)(2" —4)--- (2" — 2" ).

(IM0O2019/4)
N2. Tim nghiém nguyén duong ciia phuong trinh

a® + b + ¢ = (abe)®.

N3. Mot tap S cac sd nguyen dude goi 13 tét néu, v6i mdi sd nguyén duong n va moi
n

ag,ai,...,a, €S v6i a, # 0, tit cd nghiém nguyén clia da thic Zaixi déu thuoc
i=0
S. Tim tit ca cac tap tot chita 2¢ — 2° v6i moi a, b € N*.

N4. Tim tat ci cdc ham s f : Zwo — Zo sao cho a + f(b) chia hét a® + bf(a) véi
moi s6 nguyén duong a va b théa man a + b > 2019.

N5. Cho a 13 mot s6 nguyén duong. Ta néi ring mot sd nguyén duong b 1a a-t6t néu
(%") — 1 chia hét cho an+ 1 v6i moi s6 nguyén dudng n ma an > b. Gia st b 1a mot so
nguyén duong sao cho b 14 a-tét, nhung b + 2 khong phai 13 a-t6t. Chitng minh ring

b+ 1 1a s6 nguyeén to.

N6. Dat H = {[iv2] :i € Z-o} = {1,2,4,5,7,...} vi cho n 1a mot s6 nguyen duong.
Chitng minh réng ton tai mot héng sé6 C sao cho néu A C [n] théa méan |A| > Cy/n,
thi ton tai a,b € A sao cho a—b e H. (O day Zs 1a tap hop cac s6 nguyen duong va
| 2] 1 86 nguyén 16n nhat nhé hon hodc bing z.)

N7. Chitng minh ring ton tai hing s6 ¢ > 0 vA vo han sd nguyén duong n ¢ tinh
chét: c6 vo han sé nguyén duong khong thé biéu dién dusi duge dusi dang tong cla it
hon cnlog(n) liy thita bac n clia cac s6 nguyén duong doi mot nguyén t6 ciing nhau.

(Canada)
N8. Cho a va b 13 hai s6 nguyén duong. Chitng minh ring sé nguyén

a—&-[b

khong phai 13 mot s6 chinh phuong. (O day [z] 1a s6 nguyeén nhé nhét 16n hon hodc
béang z.)
(Nga)
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