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1 Pai so6

A1l. Cho n,ai,as, -+ ,an, k vd M la cac s6 nguyén duong théa man
1 1 1
—+— 4+ 4+ —=k
ai a2 Qanp

VA aias - - - a, = M. Chitng minh ring néu M > 1 thi da thic
P(x) = M(x—i—l)k —(z+a)(z+a) - (x+ay)
khong c¢6 nghiém duong.

A2. Cho s6 thuc ¢. Gugu c6 mot td gidy trén dé viét 10 s6 thyc phan biét. Anh Ay
viét lén bang 3 dong cac s6 thyc nhu sau:

® Dong 1, viét tat ca céc s6 c6 dang a — b, trong d6 a, b la cic s6 (khong can khac
nhau) trén to giay.

® Dong 2, viét tat ca cac s6 c6 dang gab, trong d6 a,b la cac sd (khong can khac
nhau) trén dong 1.

e Dong 3, viét tat ca cac s6 c6 dang a? + b> — ¢ — d?, trong do a, b, c,d 1a cac sd
(khong can khéc nhau) trén dong 1.

Tim tit cd cac gia tri clia ¢ sao cho v6i mdi cach chon 10 sb trén td gidy, moi s6 trén
dong 2 ciing ndm trén dong 3.

A3. Cho S 1a mot tap hitu han va A 13 tap tat ci cac anh xa tit S dén S. Xét f € A

va dat T = f(S). Ching minh rang néu f(g(f(s))) # g(f(g(s))) véi moi g € A\ {f}
thi f(T)=T.

A4. Cho day céc s6 thuc (a,),>1 thda man

a, = — max (a; + a;), Vn > 2017.
1+j=n

Chiing minh riing day s6 nay bi chin.

A5. Cho s6 nguyen n > 2. Mot bo n s6 thue (21,29, -+ ,z,) dude goi la tot néu véi
n—1

moi hodn vi (y1,y2, - ,¥n) clia nd ta cd Z yiyir1 > —1. Tim hiing s6 K 16n nhat
i=1

sao cho v6i moi bo t6t (w1, xa,- -+ ,z,) ta co

1<i<j<n



A6. Tim tat cd cac ham f: R — R théa man

fUf@) f(y) + flx+y) = f(zy), Y,y €R.

(IM02017/2)
A7. Cho (an)n>0 1a mot day cac s6 nguyen va (b,),>0 12 mot day cac s nguyén
duong sao cho ag =0, a; = 1 v v6i mbi n > 1,

" anbp + Gp_1, MNéUb,_; =1
n+1 = 2
anbp —ap_1, méub,_1>1

Chitng minh ring agoi7 > 2017 hoiic azgig > 2017.
A8. Cho ham s6 f: R — R théa man

Ve,y €R,  (f(z) +y)(fly) +2) > 0= f(z) +y=f(y) + =

Chitng minh raing Vz,y € R, x>y = f(z)+y < f(y) + .



2 Tb hop

C1. Mot hinh chi nhat R c6 do dai cac canh 1a s6 nguyén 1é duge chia thanh cac
hinh chit nhat nhé c6 do dai cic canh 13 sé nguyén. Chitng minh ring c6 it nhat mot
trong sb cac hinh chi nhat nhé c¢6 khodng cach dén bén canh ciia R cuing 1a s6 18
hosc cling 1& s6 chén.

(Singapore)
C2. Cho n 1a mot sb nguyén duong. Dinh nghia mot con tdc ke hoa 13 mot day 3n
chit cai, mdi chit céi a,b, va ¢ xuat hien ding n lan. Mot phép hodn doi 1a su doi vi
tri clia hai chit cai lién ké trong mot con tic ké hoa. Chitng minh ring déi véi bat ky
con tic ke hoa X , ton tai mot con téc ke hoa Y sao cho X khong thé déi thanh YV
bing cach sit dung it hon 3n?/2 phép hoan déi.

C3. Ngai Alex choi mot tro choi nhu sau trén mot hang 9 6 vuong. Ban dau, tat ca
cac 6 déu tréng. Trong mdi nuée di, ngai Alex duge phép thyc hién ding mot trong
hai thao tac sau:

(1) Chon bat k¥ s6 ndo c6 dang 27, trong dé j 1a mot s6 nguyén khong am va dit no
vio mot 6 tréng.

(2) Chon hai 6 (khong nhét thiét lién ké) c6 ciing s6 trong do, goi 1a 2. Thay thé s6
3 mot trong cac 6 bing 271! va x6a s6 & 6 con lai.

O cudi tro choi, mot 6 chita 27, trong dé n 1a mot s6 nguyén duong da cho, trong khi

céc 6 khéc tréng. Xac dinh sé nude di t6i da theo n ma ngai Alex c¢6 thé thuc hién.
(Thai Lan)

C4. Cho mot s6 nguyén N > 2. C6 mot nhém gom N(N + 1) cau thi béng da, khong

c6 hai cau thii ndo c6 cuing chiéu cao, ding thainh mot hang. Ngai Alex mudn loai

N(N — 1) cau thii ra khéi hang nay dé c6 mot hang méi gdom 2N cau thi thdéa man

N diéu kién sau:

(1) khong ai diing gitta hai cau thii cao nhat,

(2) khong ai diing gifta cau thi cao thit ba va thi tu,

(N) khong c6 ai ditng gitta hai cau thit thap nhét.
Chitng minh ring ngai Alex c6 thé thyc hien dugc mong mudén ctia minh.
(IMO2017/5)
C5. Mot ngusi thg sin va mot con thé vo hinh choi mot tro choi trén mit phing
Euclid. Diém xuét phét ciia con thé, Ay, va diém xuét phéat clia ngudi thg sin, By
giébng nhau. Sau n — 1 vong clia trdo choi, con thé & diém A,_; v ngudi thg san &
diém B,,_;. Trong vong thi n ciia trd choi, ba didu x4y ra theo thit tu:

1. Con thé di chuyén mot cach vo hinh dén mot diém A,, sao cho khodng cach giita
Anp_pva A, lal.

2. Thiét bi theo déi bao cdo mot diém P, cho tho san. PAm bao duy nhit ma thiét
bi theo déi cung cap cho thg san 1a khodng cach gitta P, va A, khong vudt qua 1.

3. Nguoi tho sin di chuyén dén mot diém B,, sao cho khoang céch gitta B,,_1 v& B,
la 1.



C6 phai 1 Iuon luon c6 thé, bat ké con thé di chuyén nhu thé nao, va bat ké diém nao
duge bao cao béi thiét bi theo doi, dé ngudi thg san chon nudce di ciia ¢o dy sao cho
sau 10° vong, co ay c6 thé dam bao ring khoang cach giita co ay va con thd khong
vugt qué 1007
(IM0O2017/3)

C6. Cho s6 nguyén n > 1 va mot khoi lap phuong n x n x n hinh thanh béi n? khéi lap
phuong don vi. Méi khéi lap phuong don vi dugc son bing mot mau. Déi véi méi hop
nxn x 1 gom n? khéi don vi (theo bat ki huéng nao trong ba huéng c6 thé), ching ta
xem xét tap hgp cac mau c6 trong hop dé (mdi mau chi duge liet ke mot 1an). Bing
cach nay, chung ta nhan dugc 3n tap mau, dudc chia thanh ba nhém theo huéng.

Biét riing doi véi moi tap hdp trong bat ky nhém nao, tap hgp dé xuit hién trong
cé hai nhém con lai. Tim theo n, s6 luong mau t6i da c¢6 thé co.

C7. V6i céc tap hop hitu han X va Y gom céc s6 nguyen duong, ky hi¢u fx (k) 1a s6
nguyén duong bé nhat thit k& khong c6 trong X va dit

X+«Y=XU{fx({y):yeY}

Cho A 1a tap hop gom a > 0 cac s6 nguyén duong va B 1a tap hop gom b > 0 cac s6
nguyén duong. Chiing minh ring néu A x B = B x A thi

Ax(Ax--(Ax(AxA))---)=Bx(Bx---(Bx(BxB))--+).

A xuét hién b lan B xuét hién a lan

(M)
C8. Cho s6 nguyén duong n. Trong mat phéng toa do, ban dau médi diém 1uéi c6 toa
do khong am chira mot con buém va khong ¢6 con buém nao khac. Lan can ciia mot
diém 1u6i ¢ gdbm tat ci cac diém ludi ben trong hinh vuong ludi ¢d (2n+1) x (2n+1)
c6 tam ¢, ngoai trit chinh c¢. Ta goi mot con buém 1a ¢ don, dong dic hay thodi mdi,
tiy thudc vao viéc s6 lugng buém trong lan can N ciia né tuong tng it hon, 16n hon
hoiic bing mot nita s6 diém ludi trong N. Mbi phit, tit ca nhing con buém co don
dong loat bay di. Qua trinh nay dién ra mién 1a c6 bat ky con buém c6 don ndo. Gia
st rang qué trinh cudi ciing ding lai, xac dinh s6 lugng buém thoai mai § trang thai
cudi cling.



3 Hinh hoc

G1. Cho ABCDE la mot ngii giac 16i sao cho AB = BC = CD, ZEAB = /BCD,
va ZEDC = ZCBA. Chiing minh ring duong thing vuong géc tit E dén BC va cac
doan thing AC, BD dong quy.

G2. Goi R va S 1a cac diém khac nhau trén dudng tron Q sao cho RS khong phai
la duong kinh. Goi / 1a tiép tuyén ciia  tai R. Diém T dugc lay sao cho S la trung
diém ctia doan thing RT. Diém J dugc chon trén cung RS nhé hon ctia Q sao cho
dudng tron ngoai tiép I' clia tam giac JST cit £ tai hai diém phan biet. Goi A 1a diém
chung ctia I" va ¢ gan R hon. Duong thing AJ cét lai Q tai K. Chitng minh rang KT
13 mot tiép tuyén cta I

(IMO2017/4)
G3. Goi O la tam duong tron ngoai tiép tam giac nhon ABC. Dudng thing OA cit
cac dudng cao clia ABC qua B va C lan lugt tai P va Q. Cac dudng cao cit nhau tai
H. Chiing minh ring tam dudng tron ngoai tiép tam giac PQH nim trén mot trung
tuyén ctia tam giac ABC.

G4. Trong tam giac ABC, goi w 13 dudng tron bang tiép géc A. Goi D, E va F lan
lugt 14 cac diém tai do w tiép xic véi BC, CA va AB. Dudng tron ngoai tiép tam giac
AEF ciat duong thang BC tai P va Q. Goi M la trung diém ctia AD. Chitng minh
rang dudng tron ngoai tiép tam gidc M PQ tiép xic véi w.

G5. Cho ABCC,B1A; 1a mot luc giac 16i sao cho AB = BC va cac doan thing
AA;, BB, va CC; c6 ciing mot dudng trung tryc. Cac duong chéo AC, va A C cat
nhau tai D, va ky hiéu w 13 dudng tron ngoai tiép tam giac ABC. Cho w cit lai dudng
tron ngoai tiép tam giac A; BC; tai E # B. Chting minh ring cic dudng thing BB,
va DFE giao nhau trén w.

G6. Cho s6 nguyén n > 2. Hai n-giac déu A va B duge cho trong mit phing. Chiing
minh ring cdc dinh ctia A ndm bén trong B hodc trén bién ctia né 1a lién tiép.

G7. Tt gidc 16i ABCD c6 mot dudng tron noi tiép véi tam I. Goi I, Ip, I, va I
lan lugt 13 tam dudng tron ndi tiép clia cac tam giac DAB, ABC, BCD va CDA.
Gia st rang cac tiép tuyén chung ngoai cta (Al,I;) va (CIyI;) cit nhau tai X va
céc tiép tuyén chung ngoai ctia (BI,1I.) vd (DI,1.) cit nhau tai Y. Ching minh ring
ZXTY =90°.

G8. C6 2017 dudng tron & ngoai nhau dugc vé trén bang, sao cho khong c¢6 hai dudng
tron nao tiép xic v6i nhau va khong c6 ba dudng tron nio cé6 chung mot tiép tuyén.
Doan tiép tuyén 1a mot doan thing tiép xtc v6i ca hai duong tron, bat dau tai mot
tiép diém va két thic tai tiép diém kia. Luciano dang vé céc doan tiép tuyén trén
bang den, lan lugt ting doan mot, sao cho khong c6 doan tiép tuyén ndo cit bat ky
duong tron nao khac hoiic cac doan tiép tuyén da vé trude dé. Luciano tiép tuc vé cac
doan tiép tuyén cho dén khi khong vé dudc nita. Tim tit cd cic s6 doan tiép tuyén
c6 thé c6 khi Luciano ngimg vé.



4 S6 hoc

N1. V6i s6 nguyén ag > 1, xét day s6 (ay,)n>0 dude xac dinh béi: V6i mdi s6 nguyén
khéong am n,
| Van, néu,/a, el
I+l = an+3, néu./a, ¢Z.

Tim tit ci ag dé ton tai A théa man a,, = A v6i vo han n.

(IMO2017/1)
N2. Cho s nguyén té p. A va B choi mot tro choi nhu sau: Ho luan phién choi. Dén
lugt clia minh, ngudi choi phéi chon mot chi s6 4 € {0,1,--- ,p — 1} khéc véi céc chi
s6 da chon & nhitng lugt choi trude, sau d6 chon a; € {0,1,---,9}. Tro choi két thic

p—1
néu tat ca p chi s6 duge chon. Khi dé tinh s M = " a;10°. A théng néu p|M, néu
i=1

khong B sé thing. Chitng minh ring néu A chai trude thi A c¢6 cach dé thing.

N3. Tim tit cd cac sdb nguyén n > 1 c6 tinh chat: V6i n s6 nguyén bat ky
ai,as, - ,a, c6 tong khong chia hét cho n, ton tai chi s6 1 < i < n sao cho khong
s6 nao trong cac sd

gy Q3 + Qig 1,00 0 + Qg1 0+ Qi1
chia hét cho n (chi s6 duge md rong theo moddulo n).

N4. Mot s6 hitu ty duge goi 1a ngdn néu né chi c6 hitu han chit s6 trong biéu dién

thap phan. V6i mot sb nguyen duong m, ta néi mot sd6 nguyén duong ¢ 1a m—tét néu
t k

N 1 . .
ton tai ¢ € {1,2,---,2017} sao cho la ngan nhung khong ngan véi

mdi 1 <k < t. Goi S(m) la tap tat ca cac s6 m—tot. Tim max |S(m)].
meN~*

(p+q)Pti(p—qP7—1 1 b
(p+qr-i(p—qPrti—1

N5. Tim tat cd cic sd nguyén t6 p > ¢ sao cho s
nguyeén.
N6. Tim s6 nguyén duong n nhé nhéat (néu ¢6) thdéa man: ¢6 vo han bo n s6 hitu ty

n n
duong phan biét (a1,as9, - ,ay,) sao cho ca hai s6 E a; va E — la s nguyén.
a;
i=1 i=1

N7. Diém nguyén (zo,yo) duge goi la nguyén thiy néu (zo,y0) = 1. Cho tap S gom
hitu han diém nguyén thiiy. Chitng minh ton tai s6 nguyén duong n va cac s6 nguyeén
a; sao cho

apr™ + a1y F o Fap iy Fany® =1, Y(x,y) €S.

(IMO2017/6)
N8. Cho s6 nguyén t6 1& p va ham s6 f : N* x N* — {0;1} ¢6 cac tinh chét:



W fen=o0. ,
(2) Néu a # b la hai s6 nguyén duong nguyén t6 cling nhau thi

f(a,b)+ f(b,a) = 1.

(3) Néu a, b la hai s6 nguyén duong nguyén t6 cing nhau thi

fla+b,0) = f(a,b).

p—1
Ching minh ring Z f(n?p) > /2p—2.
n=1
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