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1 Đại số

A1. Cho n, a1, a2, · · · , an, k và M là các số nguyên dương thỏa mãn

1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an
= k

và a1a2 · · · an = M . Chứng minh rằng nếu M > 1 thì đa thức

P (x) = M(x+ 1)k − (x+ a1)(x+ a2) · · · (x+ an)

không có nghiệm dương.

A2. Cho số thực q. Gugu có một tờ giấy trên đó viết 10 số thực phân biệt. Anh ấy
viết lên bảng 3 dòng các số thực như sau:

� Dòng 1, viết tất cả các số có dạng a − b, trong đó a, b là các số (không cần khác
nhau) trên tờ giấy.

� Dòng 2, viết tất cả các số có dạng qab, trong đó a, b là các số (không cần khác
nhau) trên dòng 1.

� Dòng 3, viết tất cả các số có dạng a2 + b2 − c2 − d2, trong đó a, b, c, d là các số
(không cần khác nhau) trên dòng 1.

Tìm tất cả các giá trị của q sao cho với mỗi cách chọn 10 số trên tờ giấy, mọi số trên
dòng 2 cũng nằm trên dòng 3.

A3. Cho S là một tập hữu hạn và A là tập tất cả các ánh xạ từ S đến S. Xét f ∈ A
và đặt T = f(S). Chứng minh rằng nếu f(g(f(s))) ̸= g(f(g(s))) với mọi g ∈ A \ {f}
thì f(T ) = T .

A4. Cho dãy các số thực (an)n≥1 thỏa mãn

an = − max
i+j=n

(ai + aj), ∀n > 2017.

Chứng minh rằng dãy số này bị chặn.

A5. Cho số nguyên n > 2. Một bộ n số thực (x1, x2, · · · , xn) được gọi là tốt nếu với

mọi hoán vị (y1, y2, · · · , yn) của nó ta có
n−1∑
i=1

yiyi+1 ≥ −1. Tìm hằng số K lớn nhất

sao cho với mọi bộ tốt (x1, x2, · · · , xn) ta có∑
1≤i<j≤n

xixj ≥ K.
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A6. Tìm tất cả các hàm f : R → R thỏa mãn

f(f(x)f(y)) + f(x+ y) = f(xy), ∀x, y ∈ R.

(IMO2017/2)
A7. Cho (an)n≥0 là một dãy các số nguyên và (bn)n≥0 là một dãy các số nguyên
dương sao cho a0 = 0, a1 = 1 và với mỗi n ≥ 1,

an+1 =

{
anbn + an−1, nếu bn−1 = 1

anbn − an−1, nếu bn−1 > 1

Chứng minh rằng a2017 ≥ 2017 hoặc a2018 ≥ 2017.

A8. Cho hàm số f : R → R thỏa mãn

∀x, y ∈ R, (f(x) + y)(f(y) + x) > 0 ⇒ f(x) + y = f(y) + x.

Chứng minh rằng ∀x, y ∈ R, x > y ⇒ f(x) + y ≤ f(y) + x.
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2 Tổ hợp

C1. Một hình chữ nhật R có độ dài các cạnh là số nguyên lẻ được chia thành các
hình chữ nhật nhỏ có độ dài các cạnh là số nguyên. Chứng minh rằng có ít nhất một
trong số các hình chữ nhật nhỏ có khoảng cách đến bốn cạnh của R cùng là số lẻ
hoặc cùng là số chẵn.

(Singapore)
C2. Cho n là một số nguyên dương. Định nghĩa một con tắc kè hoa là một dãy 3n
chữ cái, mỗi chữ cái a, b, và c xuất hiện đúng n lần. Một phép hoán đổi là sự đổi vị
trí của hai chữ cái liền kề trong một con tắc kè hoa. Chứng minh rằng đối với bất kỳ
con tắc kè hoa X , tồn tại một con tắc kè hoa Y sao cho X không thể đổi thành Y
bằng cách sử dụng ít hơn 3n2/2 phép hoán đổi.

C3. Ngài Alex chơi một trò chơi như sau trên một hàng 9 ô vuông. Ban đầu, tất cả
các ô đều trống. Trong mỗi nước đi, ngài Alex được phép thực hiện đúng một trong
hai thao tác sau:

(1) Chọn bất kỳ số nào có dạng 2j , trong đó j là một số nguyên không âm và đặt nó
vào một ô trống.

(2) Chọn hai ô (không nhất thiết liền kề) có cùng số trong đó, gọi là 2j . Thay thế số
ở một trong các ô bằng 2j+1 và xóa số ở ô còn lại.

Ở cuối trò chơi, một ô chứa 2n, trong đó n là một số nguyên dương đã cho, trong khi
các ô khác trống. Xác định số nước đi tối đa theo n mà ngài Alex có thể thực hiện.

(Thái Lan)
C4. Cho một số nguyên N ≥ 2. Có một nhóm gồm N(N +1) cầu thủ bóng đá, không
có hai cầu thủ nào có cùng chiều cao, đứng thành một hàng. Ngài Alex muốn loại
N(N − 1) cầu thủ ra khỏi hàng này để có một hàng mới gồm 2N cầu thủ thỏa mãn
N điều kiện sau:
(1) không ai đứng giữa hai cầu thủ cao nhất,
(2) không ai đứng giữa cầu thủ cao thứ ba và thứ tư,
...
(N) không có ai đứng giữa hai cầu thủ thấp nhất.

Chứng minh rằng ngài Alex có thể thực hiện được mong muốn của mình.
(IMO2017/5)

C5. Một người thợ săn và một con thỏ vô hình chơi một trò chơi trên mặt phẳng
Euclid. Điểm xuất phát của con thỏ, A0, và điểm xuất phát của người thợ săn, B0

giống nhau. Sau n − 1 vòng của trò chơi, con thỏ ở điểm An−1 và người thợ săn ở
điểm Bn−1. Trong vòng thứ n của trò chơi, ba điều xảy ra theo thứ tự:

1. Con thỏ di chuyển một cách vô hình đến một điểm An sao cho khoảng cách giữa
An−1 và An là 1.

2. Thiết bị theo dõi báo cáo một điểm Pn cho thợ săn. Đảm bảo duy nhất mà thiết
bị theo dõi cung cấp cho thợ săn là khoảng cách giữa Pn và An không vượt quá 1.

3. Người thợ săn di chuyển đến một điểm Bn sao cho khoảng cách giữa Bn−1 và Bn

là 1.
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Có phải là luôn luôn có thể, bất kể con thỏ di chuyển như thế nào, và bất kể điểm nào
được báo cáo bởi thiết bị theo dõi, để người thợ săn chọn nước đi của cô ấy sao cho
sau 109 vòng, cô ấy có thể đảm bảo rằng khoảng cách giữa cô ấy và con thỏ không
vượt quá 100?

(IMO2017/3)
C6. Cho số nguyên n > 1 và một khối lập phương n×n×n hình thành bởi n3 khối lập
phương đơn vị. Mỗi khối lập phương đơn vị được sơn bằng một màu. Đối với mỗi hộp
n×n×1 gồm n2 khối đơn vị (theo bất kỳ hướng nào trong ba hướng có thể), chúng ta
xem xét tập hợp các màu có trong hộp đó (mỗi màu chỉ được liệt kê một lần). Bằng
cách này, chúng ta nhận được 3n tập màu, được chia thành ba nhóm theo hướng.

Biết rằng đối với mọi tập hợp trong bất kỳ nhóm nào, tập hợp đó xuất hiện trong
cả hai nhóm còn lại. Tìm theo n, số lượng màu tối đa có thể có.

C7. Với các tập hợp hữu hạn X và Y gồm các số nguyên dương, ký hiệu fX(k) là số
nguyên dương bé nhất thứ k không có trong X và đặt

X ∗ Y = X ∪ {fX(y) : y ∈ Y }.

Cho A là tập hợp gồm a > 0 các số nguyên dương và B là tập hợp gồm b > 0 các số
nguyên dương. Chứng minh rằng nếu A ∗B = B ∗A thì

A ∗ (A ∗ · · · (A ∗ (A ∗A)) · · · )︸ ︷︷ ︸
A xuất hiện b lần

= B ∗ (B ∗ · · · (B ∗ (B ∗B)) · · · )︸ ︷︷ ︸
B xuất hiện a lần

.

(Mỹ)
C8. Cho số nguyên dương n. Trong mặt phẳng tọa độ, ban đầu mỗi điểm lưới có tọa
độ không âm chứa một con bướm và không có con bướm nào khác. Lân cận của một
điểm lưới c gồm tất cả các điểm lưới bên trong hình vuông lưới cỡ (2n+1)× (2n+1)
có tâm c, ngoại trừ chính c. Ta gọi một con bướm là cô đơn, đông đúc hay thoải mái,
tùy thuộc vào việc số lượng bướm trong lân cận N của nó tương ứng ít hơn, lớn hơn
hoặc bằng một nửa số điểm lưới trong N . Mỗi phút, tất cả những con bướm cô đơn
đồng loạt bay đi. Quá trình này diễn ra miễn là có bất kỳ con bướm cô đơn nào. Giả
sử rằng quá trình cuối cùng dừng lại, xác định số lượng bướm thoải mái ở trạng thái
cuối cùng.
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3 Hình học

G1. Cho ABCDE là một ngũ giác lồi sao cho AB = BC = CD, ∠EAB = ∠BCD,
và ∠EDC = ∠CBA. Chứng minh rằng đường thẳng vuông góc từ E đến BC và các
đoạn thẳng AC, BD đồng quy.

G2. Gọi R và S là các điểm khác nhau trên đường tròn Ω sao cho RS không phải
là đường kính. Gọi ℓ là tiếp tuyến của Ω tại R. Điểm T được lấy sao cho S là trung
điểm của đoạn thẳng RT . Điểm J được chọn trên cung RS nhỏ hơn của Ω sao cho
đường tròn ngoại tiếp Γ của tam giác JST cắt ℓ tại hai điểm phân biệt. Gọi A là điểm
chung của Γ và ℓ gần R hơn. Đường thẳng AJ cắt lại Ω tại K. Chứng minh rằng KT
là một tiếp tuyến của Γ.

(IMO2017/4)
G3. Gọi O là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác nhọn ABC. Đường thẳng OA cắt
các đường cao của ABC qua B và C lần lượt tại P và Q. Các đường cao cắt nhau tại
H. Chứng minh rằng tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác PQH nằm trên một trung
tuyến của tam giác ABC.

G4. Trong tam giác ABC, gọi ω là đường tròn bàng tiếp góc A. Gọi D,E và F lần
lượt là các điểm tại đó ω tiếp xúc với BC,CA và AB. Đường tròn ngoại tiếp tam giác
AEF cắt đường thẳng BC tại P và Q. Gọi M là trung điểm của AD. Chứng minh
rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác MPQ tiếp xúc với ω.

G5. Cho ABCC1B1A1 là một lục giác lồi sao cho AB = BC và các đoạn thẳng
AA1, BB1 và CC1 có cùng một đường trung trực. Các đường chéo AC1 và A1C cắt
nhau tại D, và ký hiệu ω là đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Cho ω cắt lại đường
tròn ngoại tiếp tam giác A1BC1 tại E ̸= B. Chứng minh rằng các đường thẳng BB1

và DE giao nhau trên ω.

G6. Cho số nguyên n > 2. Hai n-giác đều A và B được cho trong mặt phẳng. Chứng
minh rằng các đỉnh của A nằm bên trong B hoặc trên biên của nó là liên tiếp.

G7. Tứ giác lồi ABCD có một đường tròn nội tiếp với tâm I. Gọi Ia, Ib, Ic và Id
lần lượt là tâm đường tròn nội tiếp của các tam giác DAB,ABC,BCD và CDA.
Giả sử rằng các tiếp tuyến chung ngoài của (AIbId) và (CIbId) cắt nhau tại X và
các tiếp tuyến chung ngoài của (BIaIc) và (DIaIc) cắt nhau tại Y . Chứng minh rằng
∠XIY = 90◦.

G8. Có 2017 đường tròn ở ngoài nhau được vẽ trên bảng, sao cho không có hai đường
tròn nào tiếp xúc với nhau và không có ba đường tròn nào có chung một tiếp tuyến.
Đoạn tiếp tuyến là một đoạn thẳng tiếp xúc với cả hai đường tròn, bắt đầu tại một
tiếp điểm và kết thúc tại tiếp điểm kia. Luciano đang vẽ các đoạn tiếp tuyến trên
bảng đen, lần lượt từng đoạn một, sao cho không có đoạn tiếp tuyến nào cắt bất kỳ
đường tròn nào khác hoặc các đoạn tiếp tuyến đã vẽ trước đó. Luciano tiếp tục vẽ các
đoạn tiếp tuyến cho đến khi không vẽ được nữa. Tìm tất cả các số đoạn tiếp tuyến
có thể có khi Luciano ngừng vẽ.
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4 Số học

N1. Với số nguyên a0 > 1, xét dãy số (an)n≥0 được xác định bởi: Với mỗi số nguyên
không âm n,

an+1 =

{√
an, nếu

√
an ∈ Z

an + 3, nếu
√
an ̸∈ Z.

Tìm tất cả a0 để tồn tại A thỏa mãn an = A với vô hạn n.
(IMO2017/1)

N2. Cho số nguyên tố p. A và B chơi một trò chơi như sau: Họ luân phiên chơi. Đến
lượt của mình, người chơi phải chọn một chỉ số i ∈ {0, 1, · · · , p− 1} khác với các chỉ
số đã chọn ở những lượt chơi trước, sau đó chọn ai ∈ {0, 1, · · · , 9}. Trò chơi kết thúc

nếu tất cả p chỉ số được chọn. Khi đó tính số M =

p−1∑
i=1

ai10
i. A thắng nếu p|M , nếu

không B sẽ thắng. Chứng minh rằng nếu A chơi trước thì A có cách để thắng.

N3. Tìm tất cả các số nguyên n > 1 có tính chất: Với n số nguyên bất kỳ
a1, a2, · · · , an có tổng không chia hết cho n, tồn tại chỉ số 1 ≤ i ≤ n sao cho không
số nào trong các số

ai, ai + ai+1, · · · , ai + ai+1 + · · ·+ ai+n−1

chia hết cho n (chỉ số được mở rộng theo moddulo n).

N4. Một số hữu tỷ được gọi là ngắn nếu nó chỉ có hữu hạn chữ số trong biểu diễn
thập phân. Với một số nguyên dương m, ta nói một số nguyên dương t là m−tốt nếu

tồn tại c ∈ {1, 2, · · · , 2017} sao cho
10t − 1

cm
là ngắn nhưng

10k − 1

cm
không ngắn với

mỗi 1 ≤ k < t. Gọi S(m) là tập tất cả các số m−tốt. Tìm max
m∈N∗

|S(m)|.

N5. Tìm tất cả các số nguyên tố p > q sao cho số
(p+ q)p+q(p− q)p−q − 1

(p+ q)p−q(p− q)p+q − 1
là số

nguyên.

N6. Tìm số nguyên dương n nhỏ nhất (nếu có) thỏa mãn: có vô hạn bộ n số hữu tỷ

dương phân biệt (a1, a2, · · · , an) sao cho cả hai số
n∑

i=1

ai và
n∑

i=1

1

ai
là số nguyên.

N7. Điểm nguyên (x0, y0) được gọi là nguyên thủy nếu (x0, y0) = 1. Cho tập S gồm
hữu hạn điểm nguyên thủy. Chứng minh tồn tại số nguyên dương n và các số nguyên
ai sao cho

a0x
n + a1x

n−1y + · · ·+ an−1xy
n−1 + any

n = 1, ∀(x, y) ∈ S.

(IMO2017/6)
N8. Cho số nguyên tố lẻ p và hàm số f : N∗ × N∗ → {0; 1} có các tính chất:
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(1) f(1, 1) = 0.
(2) Nếu a ̸= b là hai số nguyên dương nguyên tố cùng nhau thì

f(a, b) + f(b, a) = 1.

(3) Nếu a, b là hai số nguyên dương nguyên tố cùng nhau thì

f(a+ b, b) = f(a, b).

Chứng minh rằng
p−1∑
n=1

f(n2, p) ≥
√

2p− 2.
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