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1 Pai so6
A1l. Day aq,as, ... cic sO thuc duong théa man

a > kak
Rl = ai +(k—1)

véi moi s6 nguyén duong k. Chiing minh ring a; +as + ... 4+ a, > n v6i moi n > 2.
A2. Tim tat ci cac ham f : Z — Z sao cho

flx = f(y) = f(f(x) = fly) =1 Va,y € Z.

A3. Cho s6 nguyén duong n. Tim gia tri 16n nhat cia

Z (S - r— n)xrxs;

1<r<s<2n
Gday —1 <z, <1véimdii=1,---2n.
A4. Tim tét ci cdc ham f : R — R sao cho

fle+ fle+y) + flay) =2+ fle+y) +yf(z), VoyeR

(IM0O2015/5)
A5. Ki higu 2Z 41 1a tap cac sd nguyén 18. Tim tat ca cac ham f : Z — 2Z+1 sao cho

fa+f@)+y)+flz-f@)—y) =fla+ty) + fle—y), Vryel

A6. Cho s6 nguyén n > 2. Ta néi hai da thic P, Q v6i hée sd nguyen 1a dong dang
khoi néu véi mdi i € {1,2,...,n}, hai day

P(2015i), P(2015i — 1), ..., P(2015i — 2014)

Q(20157), Q(2015i — 1),...,Q(2015: — 2014)
14 hoan vi ctia nhau.
(a) Chting minh ring ton tai hai da thitc dong dang khdi, khac nhau va ¢6 bac n + 1;
(b) Chitng minh réing khong ton tai hai da thic dong dang khéi, khac nhau va c6 bac
n.



2 Té hop

C1. O Lineland ¢6 n > 1 thi tran, duge sdp xép doc mot con dudng tir trai sang
phai. Méi thi trdn c6 mot ze i trdi (dat ben trai clia thi tran v huéng sang trai)
va mot ze i phdi (dat bén phai ctia thi tran va hudng sang phai). Kich thude cia
2n xe Ui 14 doi mot khac nhau. Tai mdi thai diém khi mot xe i trai déi dien mot xe
@i phai, xe 16n hon sé ddy xe nhé hon ra khéi duong. Mat khac, cac xe i sé khong
dugc bao vé ding sau; vi vay, néu mot xe i hic vao dudi ciia xe khéc thi né sé day
xe bi hiic ra khéi dusng. Cho A va B 13 hai thi tran, véi B nim bén phai A. Ta néi
A c6 thé quét B bién mat néu xe 4i phai clia A c6 thé di chuyén dén B va day tét ca
xe Ui md né gip ra khoi duong. Tuong tu, B c6 thé quét A bién mat néu xe Ui trai
ctia B c6 thé di chuyén téi A va day tat cd xe ti ma né gip ra khdi dudng. Ching
minh ring c6 ding mot thi tran khong bi quét bién mat bdi mdi thi tran con lai.

C2. Ta néi tap hitu han S cac diém trong mit phing 14 cdn bing néu v6i mdi hai
diém khac nhau A va B trong S, ton tai C trong S sao cho AC = BC. Ta néi S la
khong tam néu véi mdi ba diém phan biet A, B va C ctia S, khong ton tai P trong
S sao cho PA = PB = PC.
(a) Chiing minh ring véi méi n > 3, ton tai tap can bing chita n diém.
(b) Xac dinh tat cd n > 3 sao cho ton tai tap can bang va khong tam chita n diém.
(IMO2015/1)
C3. Véi tap hitu han cac s6 nguyén duong A, mot phan hoach cia A thanh hai tap
con khéc réng A, Ay dugc goi la tét néu boi chung nhé nhat ciia cac phan ti trong
A; bing udc chung 16n nhét cia cic phan tit trong As. Tim sb nguyén duong n nho
nhat sao cho ton tai tap gom n s6 nguyén duong v6i ding 2015 phan hoach tot.

C4. Cho s6 nguyén duong n. Hai ngusi choi A vd B choi mot trd choi chon cac sd
nguyén duong k < n. Luat choi la:

(i) Ngudi choi khong duge chon s6 da dude chon & cic bude trude.

(ii) Nguoi choi khong duge chon sb lien tiép véi cac sé6 da duge ngusi dé chon & céc
buéc trude.

(iii) Tro chai sé két thiic v6i két qua hoa néu khong con sd nao dé chon; trong trudng
hgp con lai, ai khong chon dugce sé thua.

A di trude. Xac dinh két qua clia tro choi, gid st ring ca hai cting choi gioi.

C5. Cho day céac sb nguyén ay, as, ... théa man dong thoi hai didu kien:
(i) 1 < a; <2015 véi mbi j > 1,

(ii) k+ar #L+ag v6imbi 1 < k < L.

Chting minh ring ton tai hai s6 nguyén ducng b va N sao cho

n

> (a;-b)

j=m+1

< 10072

v6i mdi hai s6 m va n théa man n > m > N.

(IMO2015/6)



C6. Cho S 1a tap khac réng cac sd nguyén duong. Mot s6 nguyén duong dude goi
1a don dep néu né c6 thé biéu dién duy nhéat thanh téng ciia mot sd 1é cac phan ti
khac nhau ciia S. Chitng minh ring ton tai vo han s6 nguyén duong khong don dep.

C7. Trong mot cong ty c6 mot sb cip la ké thu cia nhau. Mot nhém ngusi duge goi
1a khong wa giao tiép néu sb6 thanh vien trong nhém la s6 18 16n hon 1, va c6 thé sip
X&p tat ca cac thanh vién ctia nhém xung quanh mot ban tron sao cho méi cip ngdi
canh nhau déu I ké thii ctia nhau. Biét ¢6 nhidu nhat 2015 nhém khong ua giao tiép,
chiing minh ring c¢6 thé chia cong ty thanh 11 phan sao cho trong mdi phan khong
¢6 hai ngudi nao la ké thu ctia nhau.



3 Hinh hoc

G1. Cho tam giac nhon ABC véi truc tam H. Goi G 1a diém sao cho ABGH 1a mot
hinh binh hanh. Goi I 14 diém trén dudng thing G H sao cho AC chia doi HI. Gia sit
duong thing AC cit dudng tron ngoai tiép tam gidc GCI tai C va J. Chitng minh
1J=AH.

G2. Tam gidc ABC c¢6 dudng tron ngoai tiép © vd tam dudng tron ngoai tiép O.
Mot dusng tron I' tam A ciat doan BC tai D va E sao cho B, D, E, va C khéac nhau
va nim trén BC theo thit ty nay. Cho F va G la giao diém ctia I' va  sao cho A, F,
B, C, va G nam trén Q theo thit ty nay. Goi K la giao diém thit hai ctia duong tron
ngoai tiép tam giac BDF va doan AB. Goi L la giao diém thit hai cia duong tron
ngoai tiép tam gidc CGE va doan CA. Gid st FK vd GL cit nhau tai X. Ching
minh ring X thuoc AO.

(IMO2015/4)
G3. Cho tam gidgc ABC v6i ZC = 90°, va H la chan dudng cao qua C. Chon diém
D beén trong tam giac C BH sao cho CH chia doi AD. Goi P la giao diém ciia hai
duong thing BD va CH. Goi w la nita dudng tron dudng kinh BD cit doan CB tai
mot diém ndm trong. Mot duong thing qua P tiép xtic véi w tai Q. Chiing minh CQ
va AD cit nhau trén w.

G4. Cho tam gidc nhon ABC va M la trung diém ctia AC. Mot duong tron w qua B
va M cét cac canh AB va BC lan luot tai P va Q. Goi T la diém sao cho BPTQ la
mot hinh binh hanh. Gia st réing 7 ndm trén dudng tron ngoai tiép tam giac ABC.
Tinh ——.

mh o+
G5. Cho tam giac ABC vé6i CA # CB. Goi D, F, va G lan lugt la trung diém ciia
AB, AC, va BC. Mot duong tron I' qua C va tiép xtc v6i AB tai D ciat doan AF
va doan BG lan lugt tai H va I. Cac diém H’ va I’ ddi xing véi H va I qua F va
G, tuong tng. Duong thing H'I’ cit CD va FG lan lugt tai Q va M. Dudong thing
CM cit T 1an hai tai P. Chitng minh CQ = QP.

G6. Cho tam giac nhon ABC v6i AB > AC. Goi I' 13 dudng tron ngoai tiép, H 1
trite tam, va F 1a chan dudng cao qua A cta tam gidac ABC. Goi M la trung diém
ctia BC. Goi Q la diém trén T sao cho ZHQA = 90° va K la diém trén T sao cho
ZHKQ = 90°. Gia st rang A, B, C, K va @ khac nhau va nim trén ' theo thi
tu nay. Ching minh dudng tron ngoai tiép tam gidc KQH tiép xtc v6i dudng tron
ngoai tiép tam gidac FKM.

(IMO2015/3)
G7. Cho ABCD la mot tt giac 16i, va P, Q, R, S la cac diém nim trén céc canh
AB, BC, CD, DA, tuong ttng. Cho cac doan PR, QS cit nhau tai O. Gia st mdi
ti giac APOS, BQOP, CROQ, DSOR la tit gidc ngoai tiép. Chiing minh AC, PQ,
RS dong quy hodc song song doi mot.

G8. Mot tam gidc héa ctia mot da gidc 16i II 13 mot phan hoach ctia I thanh cac



tam gidc bdi cac dudng chéo khong c¢é diém trong chung. Ta néi mot tam giac hoa la
mot tam gide héa Thdi Lan néu tit cd cac tam gidc ¢6 dién tich bang nhau. Ching
minh ring mdi hai tam gidc héa Thai Lan phan biét ctia mot da giac 16i IT khac nhau
diang hai tam giéc.



4 S6 hoc

N1. Tim tat cd cac s6 nguyén duong M sao cho diy ag,ai,as, - xac dinh béi

1 . .
ag = M + 3 VA apt1 = aglag| v6i k=0,1,2,--- chia it nhat mot s6 nguyen.

N2. Cho cac s6 nguyén duong a va b sao cho a! + b! chia hét a!b!. Chitng minh
3a > 2b+ 2.

. k

N3. Cho m va n la cac so0 nguyén ducng sao cho m > n. Dinh nghia x) = m:k
n
véi k = 1,2,...,n + 1. Chitng minh ring néu xy,2s,..., 2,1 12 cdc sd nguyén thi
1% ...Tpe1 — 1 chia hét cho mot s6 nguyen to 1é.
N4. Cho ag, a1, -+ va by, by, -+ 1a hai day cac s6 nguyén duong théa man ag, by > 2
va
an+1 = ged (an, by) + 1, bp+1 = lem (an, by) — 1.
Chitng minh day a, 14 hing ké tit lic nao doé.
N5. Tim tat ci cic bo ba (a, b, ¢) cac 86 nguyén duong sao cho
ab—c¢, bc—a, ca—">
la céc lay thua cta 2.
(IMO2015/2)

N6. Cho Zwo la tap cac s6 nguyén duong. Xét ham s6 f : Zsg — Zsg. V6i mbi
m,n € Zsq ta viét f"(m) = f(f(... f(m)...)). Biét f c6 cac tinh chat:
—_—

(i) Néu m,n € Z~o thi fn(m% € Z~o;
(ii) Tap Zso \ {f(n) | n € Z=o} 1& hitu han.
Chitng minh rang day f(1) — 1, f(2) — 2, f(3) — 3,... 1a day tuan hoan.

N7. Cho Z¢ la tap cac s6 nguyén duong. V6i mbi sé6 nguyen duong k, mot ham sb
[ Zso — Z~o dugc goi 1a k-tot néu ged(f(m) + n, f(n) +m) < k véi mdi m # n.
Tim tat ci cac sb nguyén duong k sao cho ton tai ham k-tot.

k
N8. V6i mbi s6 nguyén duong n v6i phan tich nguyén té6 n = H p;*, dinh nghia
i=1

U(n) = Z Q.

it p; >10100
Tim tat ci cac ham ting ngit f : Z — Z sao cho

G(f(a) = f(b)) < V(a - )



v6i méi hai sd nguyén a > b.
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