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1 Pai so6

Al. Cho zp < z1 < 29 < --- 12 mot day vo han céc sd nguyén duong. Chitng minh
ring ton tai duy nhéat sé6 nguyén duong n sao cho
Zo+z1+ -+ 2y

Zn < - < Zpy1-

(IMO 2014/1)
3 o<}
2

A2. Cho ham s6 f : (0;1) — (0;1) xac dinh béi f(z) = { Cho a
x

Y
S~—" N‘H

va b 1a hai s6 thyc théa man 0 < a < b < 1. Xét hai day (a,) va (b,) xac dinh bdi
ap = a,bg =bva a, = f(an_1),bp = f(bn_1) v6i n > 0. Chitng minh réing ton tai s6
nguyén dudng n sao cho

S

(an — apn—1)(bp —br_1) < 0.
A3. Véi day céc s6 thuc x1, 29, ..., 2,, ta goi

max |xy; + zo + -+ + x4
1<i<n

13 gid ctia n6. Cho n s thie, Alpha va Beta mudn xép ching thanh mot day sao cho
gia ctia né nhé. Alpha cham chi kiém tra tat ca cac céch xép c6 thé va chon cach xép
6 gia nhé nhat D. Beta lam nhu sau, chon 1 sao cho |z1] nhé nhat; trong nhiing s6
con lai, anh ay chon x2 sao cho |71 + 2| nhé nhat, va cit thé. Trong mdi bude, néu
nhidu s6 c¢6 thé chon thi anh 4y chon ngdu nhién mot s6. Cudi ciing Beta duge mot
day véi gia T.
Tim hang s6 ¢ nhé nhit sao cho véi mébi s6 nguyén duong n, v6i mdi n sé thyc, va mbi
day c6 thé hinh thanh tir cach lam ciia Beta, cac gia théa man bat ding thic T < ¢D.
A4. Tim tat cd cac ham sé f : Z — Z théa man

f(fm)+n)+ f(m) = f(n) + f(3m) + 2014, Vm,n € Z.
A5. Xét tat ca cac da thitc P véi hé sé thuc théa man

Yoy e R, |y — P(a)] < 20| & |o? — Ply)| < 2yl

Xac dinh tat ca cic gid tri c6 thé ciia P(0).

A6. Tim tat ci cdc ham sb f : Z — Z théa man

n? +4f(n) = f(f(n))z, Vn € 7.



2 Té hop

C1. Cho n diém nidm trong mot hinh chi nhat R sao cho khong c6 hai diém nao nim
tren mot duong thing song song véi canh ctia R. Hinh chi nhat R dugc chia thanh
cac hinh ch® nhat con c6 cac canh song song véi cac canh cia R sao cho khong c6
hinh chit nhat con nao chita mot trong cac diém da cho & bén trong. Chiing minh
ring sé cac hinh ch nhat con khong it hon n + 1.

C2. Cho 2™ ménh gidy, tréen mdi manh gidy c6 viét s6 1. Xét phép toan sau: O mdi
budc ta chon ra hai manh gidy phan biét; néu cac s trén ching la a va b thi ching ta
x6a, ching di v& viét s6 a + b trén ca hai manh. Chitng minh rang sau m2™~! budc,
téng céc sb trén tat ca cac manh 16n hon hay bing 4™.

C3. Cho s6 nguyén n > 1. Xét mot ban ¢ ¢ n x n. Ta goi mot hinh véi n quan xe
trén ban c& 1 vui vé néu trén moéi hang vd mdi cot c6 ding mot quan xe. Tim sb
nguyén duong k 16n nhéat sao cho véi mdi hinh vui vé, ta c6 thé tim mot ban ¢ con
c¢6 k X k khong chita quan xe nao.

(IMO 2014/2)
C4. Dyng mot tetromino bdi dén hai 2 x 1 domino doc theo canh ctia chiing sao
cho trung diém ctia canh dai ctia mot domino 1a mot géc ciia domino con lai. Phép
dung nay dan dén hai kiéu tetromino c¢6 huéng nguge nhau. Ta goi chiing 1a S- va Z-
tetromino, tuong ing. Gia sit mot da giac ludi P c6 thé duge lat bdi cac S-tetromino.
Chitng minh ring trong méi cach 1at P chi st dung S- va Z-tetromino, sd Z-tetromino
13 s chén.

(Tamas Fleiner va Peter Pal Pach)

C5. Mot tap cac duong thing trong mat phang dude goi 1a ¢ vi tri tong qudt néu
khong c6 hai dudng thang nao song song va khong c6 ba dusng thing nao dong quy.
Mot tap cac duong thang & vi tri téng quat chia mit phing thanh cac mién, mot sb
trong chiing c6 dién tich hitu han, dudc goi 1& mién hidu han. Ching minh ring véi
méi sb nguyen duong n da 16n, trong mdi tap n dudng théng & vi trf téng quat, co
thé t6 mau it nhat \/n dudng thing béi mau xanh sao cho khong mién hitu han nao
c6 bién hoan toan xanh.

(IMO 2014/6)
C6. Ching ta dudc dua cho mot bo bai vo han, mdi bo bai c6 mot sd thuc tren do.
Déi v6i méi sé thuc x, c6 ding mot quan bai trong bo bai ¢ viét « trén dé. Bay gid,
hai ngudi choi 11t cac bo bai A vad B, méi bo gom 100 quan bai tit bo bai nay. Ching
ta mudn xac dinh mot quy tic tuyén bd mot trong s6 ho 1a ngudi chién thing. Quy
tic nay phai dap tng cac diéu kién sau:

1. Ngudi chién thing chi phu thudc vao thit ty tuong ddi clia cic quan bai 200: néu
cac quan bai dudce dat tp xudng theo thit tu tang dan va ching ta dugc biét quan
bai ndo thudc vé ngudi choi ndo, chit khong phai con sd nao dude viét tren do,
chiing ta van c6 thé quyét dinh ngudi chién thing.

2. Néu ching ta viét cac phan t& clia ca hai tap hgp theo thit tu ting dan 1a A =
{al, as, ... 7(],10()} va B = {bl, by, ..., blOO} va a; > b; v6i tat ca i, thi A danh bai B.



3. Néu ba ngudi choi rit ba bo khac nhau A, B, C tit b bai, A thing B v B thing
C thi A ciing thing C.

(6 bao nhiéu cach dé xéc dinh mot quy tic nhu vay? O day, ching ta coi hai quy tic
13 khac nhau néu ton tai hai bo A vi B sao cho A thing B theo mot quy tic, nhung
B thing A theo quy tic con lai.
(Ilya Bogdanov)
C7. Cho M la tap hgp n > 4 diém trén mat phing, khong c6 ba diém nao théng
hang. Ban dau, cac diém nay dugc ndi véi nhau bdi n doan thing sao cho mdi diém
trong M la diém cudi ctia diing hai doan. Sau dé, tai méi budc, ngudi ta c6 thé chon
hai doan AB va CD c6 chung mot diém bén trong va thay thé chiing bing cac doan
AC va BD néu khong c6 doan nao trong s chiing hién dién tai thai diém nay. Chiing
minh ring khong thé thyc hien n?/4 hosic nhiéu nuée di nhu vay.
(Viadislav Volkov)
C8. Cho mot bo bai gom 1024 quan bai. Trén mdi quan bai, mot tap hop cac chit s6
thap phan khac nhau dudc viét theo cach ddm bao khong c6 hai tap hdp nao bing
nhau (do d6, mot trong cac quan bai 1a tréng). Hai ngusi choi luan phién 14y cdc quan
bai tit bo bai, mdi lugt mot quan bai. Sau khi bo bai tréng, mdi ngudi chai kiém tra
xem anh ta c6 thé rit mot trong cidc quan bai ciia minh ra sao cho méi chit s6 trong
s6 mudi chit 86 xuit hién trén mot sd chéin cAc quan bai con lai clia anh ta hay khong.
Néu mot ngudi choi lam duge diéu nay ma ngudi kia khong lam dude thi ngusi lam
dugc 13 ngudi chién thing; néu khong thi c6 mot tran hoa. Xac dinh tat ci cac nudc
di dau tién c6 thé c6 ctia ngudi choi dau tién ma sau d6 anh ta c6 mot chién luge
chién thang.
(Ilya Bogdanov va Viadimir Bragin)
C9. C6 n dudng tron dudc vé trén mot td gidy sao cho hai dudng tron bat ky cit
nhau tai hai diém va khong cé ba dudng tron ndo di qua ciing mot diém. Mot con
kién bo doc theo cac dudng tron theo céch sau. Ban dau né di chuyén trén mot trong
cac dudng tron theo chiéu kim dong ho. Con kién luon tiép tuc di chuyén doc theo
vong tron hién tai cho dén khi dén giao 16 véi mot vong tron khac. Sau dé, né tiép
tuc hanh trinh ciia minh trén vong tron mdi nay va ciing thay doi huéng di chuyén,
titc 1a tir theo chiéu kim ddng hé sang ngude chidu kim ddng hd hoac ngugc lai. Gia
st ring duong di clia con kién bao phit hoan toan tat ci cdc duong tron. Chitng minh
rang n phai 1a s6 18.
(Tejaswi Navilarekallu)



3 Hinh hoc

G1. Cac dlem P,Q nim trén canh BC clia tam gidc nhon ABC sao cho PAB = ACB
va QAC CBA. Cac diém M, N 1an lugt ndm trén céc tia AP, AQ sao cho AP = PM
va AQ = QN. Chiing minh ring cac duong thing BM va CN cit nhau tai mot diém
ndm trén dudng tron ngoai tiép tam gidac ABC.

(IMO 2014/4)
G2. Cho tam giac ABC. Céc diém K, L, M lan lugt nim trén cac canh BC,CA, AB
sao cho AK, BL,CM dong quy. Chiing minh riing c6 thé chon hai trong ba tam giac
ALM,BMK,CKL sao cho téng cac ban kinh dudng tron noi tiép ctia hai tam giéc
nay 16n hon ho#c bing ban kinh dudng tron noi tiép cia tam gidc ABC.

G3. Cho Q va O la dudng tron ngoai tiép v tam dudng tron ngoai tiép ctia tam
giac nhon ABC v6i AB > BC'. Tia phan giac ctia goc ABC cit Q tal M 75 B. Goi
I' 1a duong tron duong kinh BM. Céc tia phan giac clia cac goéc AOB BOC cét T
tai P,Q tuong tng. Diém R nam trén dudng thang PQ sao cho BR = M R. Chiing
minh rang BRJ||AC.

G4. Cho s6 thue A € (0;1). Xét mot duong tron c¢d dinh T' v6i ba diém cb dinh
A, B,C nam trén né. Goi P la mot diém di dong tren I', P khac A, B,C. M la
diém trén doan thing C'P sao cho CM = ACP. Goi Q la giao diém thit hai cta
(AMP),(BMC). Ching minh réng @ nam trén mot dudng tron ¢6 dinh.

G5. Cho tit gisc 16i ABCD v6i B = D = 90°. Goi H 1a hinh chiéu ctia A tréen BD.
Céc diém S, T lan lugt nim trén cic canh AB, AD sao cho H nim trong tam gic
SCT va o o
SHC — BSC =90°, THC — DTC =90°.
Ching minh rang BD la tiép tuyén cia (SHT).
(IMO 2014/3)

G6. Cho tam gidc nhon ABC. Xét cac diém FE,F nam trén cac canh AC,AB
tuong tng, va M la trung diém cta EF. Duong trung truc ctia FF cit BC tai K,
dudng trung truc cta MK cit cac duong thing AC, AB tai S,T tuong tng. Ta goi
(E, F) 1a tot néu KSAT noi tiép. Gia st (Ey, F1), (Fa, Fy) 1a t6t. Chitng minh ring
E\Ey,  FiFy

AB  AC’
G7. Cho tam gidc ABC vé6i dudng tron ngoai tiép € va tam duong tron noi tiép 1.
Dudng thang di qua I vuong goc véi CT cit canh BC va cung BC (khong chita A) ciia
Q) tai céc diém U va V tuong tng. Duong thang qua U song song v6i AI cit AV tai X,
dudng thing qua V song song véi Al cit AB tai Y. Goi W, Z lan lugt la trung diém
ciia AX, BC. Chitng minh riang néu I, X,Y thang hang thi I, W, Z ciing thing hang.




4 So6 hoc
N1. Cho s6 nguyén n > 2, va A, 1a tap hop cho bsi
A, ={2"-2"|k€Z 0<k<n}

Xac dinh s6 nguyén duong 16n nhat khong thé viét thanh téng ctia mot hodc mot vai
phan tt (khong nhat thiét phan biét) ctia A,.

N2. Tim tat ci cic cip sd nguyén duong (x,y) sao cho

T2 —13xy + Ty = |z —y|+ 1.

. s N 1
N3. V6i méi s6 nguyén duong n, ngan hang phat hanh cac dong xu véi ménh gia —.
n

Cho mot ho hitu han cdc dong xu nhu vay (khong nhat thiét cac dong xu c6 ménh
gia khac nhau) sao cho tdng cadc ménh gia ctia cac dong xu khong vugt qua 99 + 3
Chitng minh ring cé thé chia ho nay thanh khong qua 100 nhém, sao cho tong ménh
gia ciia cac dong xu trong mdi nhém khong viegt qua 1.

(IMO 2014/5)
N4. Cho s6 nguyén n > 1 va day s6 (ax)k>1 xac dinh béi

nk
ap = [k;:|,Vk>1

Chiing minh ring day s6 (ay)r>1 chita vo han s6 hang 1é.

N5. Tim tat ca cac sd nguyeén t6 p va cac cap sd nguyen duong (z,y) sao cho 2P~ +y
va x + yP~! déu 1a cac liy thita ciia p.
(Bi)

N6. Cho a; < ag < ... < a, la cac s6 nguyén duong doéi mot nguyén t6 cting nhau
sao cho a; 1a s6 nguyen t6 va a; > n + 2. Trén doan I = [0,ayaz - - - a,] cla truc so,
danh dau tit ca cic s6 nguyén chia hét cho it nhat mot trong cac s6 a1, as, ..., a,.
Céc diém nay chia I thanh céc doan nhé hon. Ching minh ring tong binh phuong
clia cac do dai ctia cac doan do chia hét cho a;.

(Serbia)
N7. Cho s6 nguyén duong c. Xét day s6 (a,),>1 xac dinh bdi a; = ¢ va

an+1:ai74c'ai+562~an+c, Vn > 1.

Chiing minh ring v6i moi sd nguyén n > 2, ton tai sd nguyén tb p chia hét a,, nhung
khong chia hét cho sé nao trong cac sb ay,...,an_1.

N8. Vi mbi s6 thyc x, ky hieu [|z|| 1a khoang cach gitta z vA s6 nguyén gan nhat.



Chitng minh ring véi méi cip s6 nguyen duong (a,b), ton tai s6 nguyen t6 18 p va s6
nguyén duong k sao cho

b
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